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요 약 문 

 

 

Ⅰ. 제 목 

선형 산란파에 대한 계단형 근사법 

 

Ⅱ. 연구개발의 목적 및 필요성 

○ 파랑은 해저지형에 의해 변형되며 지형이 급변하는 연안지역에서의 구조물 설계를 

위해서는 파랑변형에 대한 예측이 선행되어야 하며, 적정한 설계를 위해 정밀한 

예측 요구됨 

○ 해안에 존재하는 연안사주는 입사파의 주기에 따라 반사율을 달리하며 입사파장이 

사주의 파장에 2배가 되면 에너지의 상당부분이 외해로 반사되는 Bragg 반사가 

발생함 

○ 연안사주가 존재하는 지역에서 Bragg 반사를 일으키는 특정 입사파의 에너지는 

해안에서 매우 작아서, 연안사주는 이들 입사파에 선별적인 해안 보호물로 작용함 

○ 해저지형을 계단지형으로 근사하여 고유함수 전개법으로 파랑변형을 계산하는 계

단지형 근사법은 고유함수의 진행파와 억류파간의 연계를 고려할 수 있어 상당히 

정밀한 기법으로 평가됨 

○ 해저지형이 복잡하고 경사가 급하면 억류파의 영향이 커지고, 이를 고려하기 위해 

충분한 수의 억류파를 포함하여야 하나 이로 인한 연립방정식의 크기가 급격히 커

져 기존 방법에는 상당한 제약이 존재함 

○ 구성 계단과 억류파의 개수에 의해 정해지는 미지수 개수에 따른 해의 수렴을 조

사하기 위해 충분한 미지수를 사용할 수 있는 새로운 방법의 개발이 요구됨 

○ 다수의 계단지형에서는 단일 계단에서는 존재하지 않는 내부 계단간의 다중 반사

로 인해 입사파에 따라 반사율이 변하고, 이에 포함된 물리적 의미를 Bragg 반사

와 연관하여 해석하는 노력이 필요 

○ 다수의 계단으로 구성된 계단지형에 의한 파랑변화를 각 계단에 의한 변화의 합으

로 나타낸다면, 각 계단이 전체 변형에 기여하는 정도를 알 수 있어 파랑변형 과

정에 대한 이해의 폭 심화시킴 
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○ 계단 지형으로부터 만들어진 연립방정식을 작은 크기의 여러 방정식으로 변환하여 

계산하는 새로운 기법은 계산 효율성을 증대하고 기존에는 불가능한 계산을 가능

하게 바꿈 

○ 자연재해로부터 안전하고 건강한 삶을 유지할 수 있는 제도적 장치를 보완하고 체

계적인 과학기술을 활용하여 자연재해의 위해성을 충분히 알려 저감대책에 대한 

국민적 공감대를 형성하여 안전한 사회를 구축 

 

Ⅲ. 연구개발의 내용 및 범위 

○ 정밀한 산란파 계산을 위해 진행파와 다수의 억류파로 고유함수를 구성하여 파형

간의 상호작용을 분석 

○ 계산계단 지형에서 고유함수로 전개한 속도 포텐셜의 진폭을 구하기 위해 계단 내

부경계에서의 정합조건으로부터 연립방정식 구성 

○ 계산계단 지형의 모든 구성 계단에 대한 산란행렬을 이용한 전체 계단지형에 대한 

전환행렬 유도 

○ 분석구성 계단과 사용 파형의 개수 증가에 따른 해의 수렴도와 정밀도 분석 

 

Ⅳ. 연구개발결과 

○ 수심이 일정하지 않은 지형을 다수의 계단으로 근사적으로 구성하기 때문에 계단

의 개수가 많을수록 지형이 정확히 재현됨 

○ 지형이 복잡하거나, 해저 경사가 급하면 지형에 의해 다수의 억류파가 생성되고 

억류파형의 수가 증가하면 엄밀해로 수렴 

○ 본 연구에서는 기존 결과보다 훨씬 많은 미지수를 사용하고자 하며, 이를 위해 억

류파형을 포함한 새로운 변환 행렬법을 도입하여 파랑의 변형을 효율적으로 계산 

○ 구성된 연립방정식을 단순한 방법으로 계산하는 기존의 방법으로는 계산할 수 없

는 파랑산란의 실질적인 문제를 해결할 수 있음을 입증 

○ 충분히 큰 연립방정식으로 구성된 산란문제를 매우 정확하게 수치적으로 계산하는 방법을 

제시 

○ 본 모형의 계산의 뛰어난 효율성을 제시하고 미지수의 증가에 따른 반사율의 변화

5 

 



를 예시 

 

Ⅴ. 연구개발결과의 활용계획 

○ 지형에 의한 반사율 계산의 정밀도를 제고하여 연안재해 방지와 연안보전을 위한 

연안구조물의 설계파랑 산정 

○ 수심 급변지형에 대한 conformal mapping을 이용하여 일정한 폭의 수층으로 변환

하기 위한 해석함수 유도하고 변환좌표계에서 계단근사법을 이용하여 주어진 문

제의 해를 구한 뒤 이를 다시 역변환하여 물리좌표계에서 속도포텬셜과 유속장을 

정밀하게 계산 

○ conformal mapping에 의해 구한 해저면의 유속을 바닥 경계층의 상층 유속으로 

사용하여 바닥경계층의 물질전달속도를 계산하고 이로부터 해저변동을 계산하는 

데 활용 

○ 파랑의 지형 간에 상호작용을 응용하여 파랑과 연안사주의 상호작용이 해안방호에 

미치는 영향과 기능을 분석 

○ 파랑조건의 변화에 따른 연안사주의 형성과 변화과정 해석 

○ 본 모형을 외력이 작용하는 경우로 확장하여 계단 지형 위를 지나는 이동성 기압

에 의해 생성되는 파랑변형 

  

6 

 



S U M M A R Y AND KEYWORDS 

 

 

For a two-dimensional linear wave scattering problem, a new transfer matrix 

incorporating evanescent modes is developed, from which the solution of a 

scattered wave field over a stepwise topography is directly obtained. The present 

method is shown to be capable of solving practical scattering problems with 

complicated bedforms, for which application of the conventional methods has been 

fairly limited. Highly accurate numerical solutions for sufficiently large systems are 

presented, and the computational efficiency of the present method is demonstrated. 

The interaction of bars in periodic beds is examined, and changes in the reflection 

coefficient with increasing number of bars are illustrated 

 

KEYWORDS :  

파랑 산란; 계단 근사법; 변환행렬; 억류파형; 반사율 

water wave scattering; stepwise approximation; transfer matrix; evanescent modes; 
reflection coefficient 
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제 1 장 서론 

모래 해안에 형성되어 있는 연안사주는 단독으로 존재하기 보다는 다수의 사주가 군

집체를 이룬 형태로 존재한다. 모래로 이루어진 연안사주는 파랑 조건에 따라 개개의 위

치가 변할 수 있다. 또한 폭풍이 동반한 큰 파고의 파랑은 해안사구의 모래를 외해로 이

동하여 새로운 연안사주를 생성함과 동시에 쇄파대의 폭을 넓혀 여러 번의 쇄파를 일으

켜 파랑에너지를 급속히 감쇄한다. 결국 이렇게 형성된 연안사주는 파랑에너지를 효과적

으로 흡수하는 기능이 있어 배후 해안을 보호하는 중요한 역할을 한다. 

모래 해안에 연안사주의 형성은 어떻게 시작되고 어떠한 과정에 의해 군집체로 발전

하는 가는 연안과정(coastal process)을 이해하는 데 매우 중요하다. 우선 연안사주의 

형성에 대한 질문에 답하기 위해서는 모래의 이동과 이에 의한 지형의 변형 그리고 이로 

인한 파랑의 변형을 동시에 고려하여야 한다. 그러나 파랑과 모래이동의 상호작용에 대

한 매우 복잡하고도 어려워 기술적으로 극복해야 할 난제가 많다. 따라서 현 기술로는 

연안사주 변형과정 전체를 이해할 수는 없지만, 연안사주의 지형이 주어진 특수한 경우

에 대한 파랑 변형의 재현이라도 연안과정의 이해에 부분적인 도움이 된다. 

앞에 기술한 내용을 요약하면 해안사구에 있는 다량의 모래가 폭풍시 연안으로 이동

하여 연안사주를 형성하고, 쇄파대의 폭을 넓혀 내습파랑의 에너지를 감소시켜 해안을 

보호하는 자연의 순기능에 대한 이해는 연안보전을 위한 기술의 핵심으로 관련 연구개발

이 필요하다. 축적된 과학기술을 활용하여 자연재해의 위해성을 충분히 알림으로써 국민

들이 자연재해로부터 안전하고 건강한 삶을 유지할 수 있는 제도적 장치를 보완하고 자

연재해 저감대책에 대한 국민의 공감대를 형성함으로써 재해에 강하고 안전한 사회를 구

축할 수 있다. 또한 연안지형의 순작용과 지역별 특성을 홍보하여 연안보전에 대한 지역

민의 자발적인 참여를 유도하여 건강하고 재해로부터 안전한 연안을 조성하여 주민의 삶

의 질을 높이고 연안의 독특한 환경과 어우러지는 문화·여가 상품을 개발하여 지역의 

인지도를 제고할 수 있다. 

해안지역의 관광증대는 지역의 경제·산업적 가치를 증가시키는 주요 요소임에는 분

명하나 이는 지속 가능한 개발의 구도에서만 이루어져야 소기의 목적을 달성할 수 있다. 
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최근 무분별한 해안개발 특히 해안선에 접한 해안도로의 건설은 해안침식의 원인으로 지

적되었고, 이상 기후변화로 인한 해수면의 상승과 폭풍강도의 증가는 해안침식의 기존의 

범위를 크게 확대시키고 있다. 그래서 이를 제어하기 위해 설치한 호안 구조물의 기능을 

저하시키거나 또는 마비시켜 구조물 복구에 상당한 비용이 들고 지역경제를 위축시키게 

된다. 해안침식은 종종 경관의 손괴를 동반하며 손괴된 경관을 복구할 수 없는 경우도 

있어 경관보호에 세심한 주의가 요구된다. 결국 해안침식 효과적으로 방지하기 위해서는 

연안과정에 대한 충분한 과학적 이해가 요구되며 이를 예측에 활용하여 연안침식과 범람 

등의 피해로부터 지역 주민을 안전하게 보호하고 경제활동을 원활하게 촉진하기 위하여 

파랑과 모래지형의 상호작용에 대한 과학적 탐구가 지속되어야 한다. 

자연재해로부터 안전하고 건강한 삶을 유지할 수 있는 제도적 장치를 보완하고 체계

적인 과학기술을 활용하여 자연재해의 위해성을 충분히 알림으로써 저감대책에 대한 국

민적 공감대를 형성하여 안전한 사회를 구축하여야 한다. 특히 잘 못된 예보는 예보의 

신뢰도를 낮출 뿐만 아니라 이에 따른 지역민을 불필요하게 대비하게 함으로써 과학기술

에 대한 사회적 반감을 형성한다. 그리고 반복된 오보는 예보에 대한 불신까지도 이르게 

할 수 있으므로 예보의 정확성 향상을 위한 꾸준한 기술개발이 요구된다. 

본 연구에서는 주어진 지형을 다수의 구간으로 나누어 이를 계단형태의 지형으로 

근사한 후 지형에 의해 산란되어 형성되는 파랑의 정밀한 계산을 위해 진행파와 다수의 

억류파로 고유함수를 구성하여 파형간의 상호작용을 분석한다. 주어진 문제의 해를 

구하기 위해 계단 지형에서 고유함수로 전개하고 미지수인 속도포텐셜의 진폭을 구하기 

위해 계단 내부경계에서의 정합조건으로부터 연립방정식 구성한다. 이 때 유도된 

연립방정식을 신속하게 계산하기 위해 주어진 지형의 모든 구성 계단에 대한 개별 

산란행렬을 이용한 전체 계단지형에 대한 전환행렬 유도한다. 그리고 구성 계단과 사용 

파형의 개수 증가에 따른 해의 수렴도와 정밀도 분석하여 기존 결과와 비교한다. 
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제 2 장 기술개발 현황 

2.1 국외연구 

수심이 변하는 지형 위를 지나는 파랑은 수심 변화에 따른 파랑분산식을 만족해야 

하기 때문에 파장이 바뀌게 된다. 이는 군속도의 변화를 야기시켜 마찰에 의한 파랑 에

너지 감쇄를 무시할 수 있는 경우 파고의 변화로 나타난다. 지형에 의한 파랑의 변화를 

계산하기 위해 지형을 다수의 계단으로 근사하고 수심이 일정한 개개의 계단에서 해를 

구성한 뒤 계단지형에 의해 형성된 수심 불연속인 곳에서 인접 계단의 해를 정합하는 기

법이 사용되어 왔으며 이는 정밀도가 높은 것으로 평가된다. 

단일 계단은 두 개의 일정한 수심이 한 점에서 만나 이 점에서는 수심이 불연속한 

단조로운 지형으로, 수심이 일정한 구역에서 해를 고유함수로 각각 전개한 후 수심 불연

속선에서 정합조건을 사용하여 미지수인 고유함수의 진폭을 구한다. Miles (1967)는 단

일 계단의 파랑변형을 변분근사법을 이용하여 구하였고, Mei와 Balck (1969)은 직사각

형 물체가 일정한 수심에 착저한 형태인 Sill 지형과 수면에 부유상태로 고정된 경우에 

대해 변분근사법을 사용하였다. 

Kirby and Dalrymple (1983)은 폭이 일정한 직선 Trench에 의한 평면 2차원 입사

파의 변형을 구하기 위해 Takano (1960)의 고유함수 전개법을 적용하였으며, 억류파 

개수의 증가에 따라 해가 수렴하는 것을 보였다. Devillard et al. (1988)은 계단지형 파랑

변형의 계산량을 줄이기 위해 Miles (1967)의 변분근사법과 Srokosz and Evans 

(1979)의 wide-spacing 근사법을 사용하여 구성 계단의 진행파로만 이루어진 변형행

렬을 고안하였다. Devillard et al.은 불규칙한 지형 위를 지나는 평면파가 완전 반사되는 

거리인 Anderson localization은 주어진 입사파장의 함수가 되며 이를 보이기 위해 각 

구성 계단의 변형행렬을 순차적으로 곱해 계산하는 방법을 사용하였다. 

계단지형에서 형성되는 파랑은 진행파에 이외에도 수심 불연속점에서 발생하는 억류

파형이 존재하게 된다. 이는 계단의 수심 불연속 좌우에 생성된 진행파의 차이를 없애 

매끄러운 형태의 속도포텐셜을 만들게 되며 지수적인 감소를 보인다. 따라서 어느 정도 

거리가 떨어지면 이 파형들의 영향이 소멸되며 wide-spacing 근사법은 이러한 특성을 
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이용한 방법으로 결국 wide-spacing 근사법이 성립하기 위해서는 모든 계단선반의 길이가 

길어 생성되는 억류파가 인접 계단에 영향을 주지 않은 특수한 제약을 받게 된다. 그러나 이 

경우 억류파와 진행파의 연계는 각 계단의 수심이 일정한 구간에서만 이루어져 계산이 매우 

빠르기 때문에 많은 계단으로 구성된 지형에도 적용이 가능하다. 

O’Hare and Davies (1992)는 Devillard et al.의 방법을 동일한 정현파만으로 구성

된 사주지형에 적용하여 수리실험과 거의 일치하는 결과를 보였다. 또한 수심이 불연속한 

계단에서의 수심차이 즉 계단높이가 수심에 0.02배 이하가 되도록 다수의 많은 계단을 사용

하면 wide-spacing 근사법의 결과가 계산이 용이한 평면파 근사법의 결과와 사실상 동일

함도 밝혔다. 

그러나 지형의 경사가 급하거나 복잡한 경우에는 비록 많은 계단을 사용한다 해도 평면

파 근사식의 결과는 수리실험과 상당한 차이 (O’Hare and Davies, 1993)를 보이며, 이를 

보완하기 위해서는 모든 계단에서 진행파와 억류파가 연계된 방법을 사용해야 함을 

Guazzelli et al. (1992)이 지적하였다. 

저면에 수직벽 하나가 설치된 특수한 지형과 같이 계단 근사가 불가능한 경우 

conformal mapping을 사용하여 주어진 수역을 일정한 폭의 영역으로 변환하고 여기에 

계단 근사법으로 파랑변형을 계산한 후 이를 다시 역변환하는 기법을 Evans and Linton 

(1994)이 보였다. 그들은 이 결과가 매우 정밀함을 다른 정밀 기법의 결과와 비교하여 

입증하였다. 

모든 파형이 연계된 방법은 구성 계단과 파형의 수를 늘리면 연립방정식의 크기가 

급격히 커져 많은 계산이 필요하기 때문에, 기존의 방법은 미지수 크기에 제약이 있으며 

계산이 불가능하거나 실용성이 떨어진다. 두 개의 정현파로 구성된 복잡한 사주에 비록 

적은 개수의 억류파를 사용하므로써 미지수의 개수를 줄여 계산한 결과는 수리실험과 일

치한다 (Mattioli 1991; Guazzelli et al. 1992). 지형을 구성하는 정현파의 형태가 상이

한 경우 다수의 Bragg 반사(최대 증폭)를 보이게 되며 파형의 연계를 고려한 경우에는 

최대 반사율의 위치가 장주기 방향으로 이동하고, 기존 결과에서 볼 수 없던 제2 증폭도 

발생하며 이는 수리실험의 결과와 같음을 보였다. 특히 위의 복잡한 사주지형에서 2개의 

구성 정현파의 파장이 상이한 경우 파장 차이로부터 생성되는 2차 증폭도 상당히 크며 
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모든 파형이 연계된 방법으로만 이 현상이 재현된다. 

Guazzelli et al. (1992)은 계산량을 줄이기 위해 구성 계단을 여러 개로 그룹으로 

나누어 각각의 그룹 내에서는 모든 파형을 연계하여 계산하였으나, 그룹 간에는 wide-

spacing 근사법을 사용하는 혼합 근사법 사용하였다. 따라서 이는 엄밀한 의미의 파형 

연계법은 아니기 때문에 훨씬 복잡한 지형의 경우에는 그들의 결과에 뚜렷한 차이가 발

생할 수도 있다. 

현재까지 가장 많은 미지수를 사용한 계단 근사법으로는 Cho and Lee (2000)가 지

형의 정현파장 당 200개의 계단과 최대 4개의 억류파를 사용한 사례이다. 또한 억류파 

개수는 미지수를 거의 2배 증가시키기 때문에 비교적 작은 개수를 사용하였다. 결국 계

산을 정밀하게 하기 위해서는 미지수를 늘려야 하나 연립방정식이 급격히 커지기 때문에 

계산상의 제약을 있으며 이를 보완하기 위한 여러 방안들이 제시되었다. 동일 기법 가운

데 가장 많은 미지수를 허용하기 위해 모든 파형을 연계법을 사용하고 이 때 구성되는 

연립방정식을 재편하여 변환행렬로 만들어 기존에는 불가능한 경우로 확장하고자 한다. 

수심이 변하는 지형을 계단지형으로 근사하여 파랑을 구하는 경우 해면변위는 정확

하나 저면으로 갈수록 정밀도가 떨어질 것으로 예상된다. 특히 계단지형 근사의 경우에

는 실제 해저면의 경계조건인 no-flux 조건을 만족하지 않는 단점이 있다. 또 다른 특

이한 지형인 일정 수심에 설치된 수중 수직판의 경우에는 판의 두께가 무시할 정도로 얇

은 특수한 경우에는 위의 계단지형 근사법을 사용할 수 없다. 

해저면의 수심이 변하나 특이한 형태가 되면 conformal mapping을 이용하여 변환좌

표계에서 일정한 폭을 갖는 수층으로 바꿀 수 있다. 이 때 변수심의 해저면과 해면은 변

환좌표계에서 각각 직선이 되기 때문에 해저면 경계조건은 바뀌지 않고 동일하게 된다. 

그러나 해면조건은 mapping에 의해 변하게 되며 일차 미분식의 계수가 일반적으로는 

연속함수로 바뀐다. 이 연속함수를 다수의 구간으로 나누고 이 각각의 구간에서는 해면

조건이 일정한 값으로 근사하여 각 구간 경계에서 정합조건을 사용한다. 그리고 주어진 

지형에 대한 속도포텐셜을 구하고 이를 역변환하여 실제 지형에서의 속도포텐셜을 구한

다. 이 방법은 Evans and Linton (1994)가 제시하였다. 

기존 결과와의 비교를 통해 Evans and Linton의 방법으로 계산한 반사율이 매우 정
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확함을 검증하였다. 그러나 Evans and Linton은 반사율에 대한 결과만을 나타내었고 유

속장은 제시하지 않아 수층 내부의 구체적인 내용이 포함되지 않았다. 유속장의 계산은 

수층 내부의 속도포텐셜 계산과 mapping에 따른 변수변환의 계산과정이 필요하여 복잡

하다. 따라서 이에 대한 후속 연구가 필요하며 이는 지형변화에 대한 해저면의 유속 변

화를 보임과 동시에 바닥 boundary layer 연구에 입력자료로 사용되어 퇴적물 이동에 

필수적인 정보를 제공한다. 

위에 기술한 바와 같이 고정 형태의 연안사주는 입사파랑의 특성에 따라 반사율이 

정해지고, 사주 간격의 2배의 입사파랑의 경우 연안사주에 의한 최대 Bragg반사를 발생

하며, 해안선 부근에 위치한 연안사주의 경우 사주를 통과한 파랑이 해안에서의 재반사 

과정을 겪게 되어 이에 따른 파랑과 지형의 변화 연구도 필요하다. 

최근 Bender와 Dean (2003)은 2차원 직벽 Trench와 사면 Trench에 의한 파랑변

형을 분석하기 위해 계단근사법을 이용하였다. 그들은 사면의 역할에 초점을 맞추어 사

면의 경사가 완만할수록 반사율이 감소하는 것을 보였다. 계단근사로 계산한 결과는 다

른 천해모형의 결과와 일치하였고 이 가운데 계단근사법이 보다 정확하게 결과를 산출하

는 것으로 평가하였다. 

 

2.2 국내연구 

Trench 지형에서 수심과 해류가 각각 불연속하게 변하는 경우에 사각 입사파에 의

해 생성되는 억류파의 영향을 조사하기 위해 서와 전 (1992)은 Kirby et al. (1987)의 

방법을 사용하여 전반사가 발생하는 조건에서 Trench 폭에 따른 파형변위를 나타내었

다. 사각입사의 경우 비록 전반사가 발생해도 Trench 폭이 좁아 생성된 억류파형이 완

전히 감쇄되지 않으면 Trench 밖의 투과지역에서 진행파가 형성되는 특이함이 보이게 

된다. 

조와 이 (1998)는 정현파의 연안사주와 반원 지형에 의한 파랑변형을 검토하기 위

해 Kirby and Dalrymple (1983) 방법을 이용하여 최대 4개의 억류파를 사용하였고 기

존 반사율과 유사한 결과 얻었다. 
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서 (2008a)는 단일 계단지형에 대한 반사파와 투과파의 해를 이용하여 다중 계단지

형에서의 파랑변형을 계산할 수 있는 산란체법을 제시하였고 이를 보다 정밀한 Kirby 

and Dalrymple(1983)의 해와 비교하였다. 계단지형을 이용한 선형파 변형계산에서 변분

근사식과 연계된 서 (2008b)의 산란체법은 O'Hare and Davies (1992)의 변환행렬 축차법

보다 간단하고 직접적인 방법임을 보였다. 

단일 계단지형에 대한 선형 파랑의 변형에 변분근사법과 고유함수 전개법을 비교한 

서 (2009a)는 해면변위는 거의 일치하나 파랑의 주 진행 방향의 계산 유속의 수직구조

에서는 차이가 있음을 보였다. 

계단 근사법에 의해 형성된 연립방정식을 풀 때 계산시간을 단축하기 위한 분할행렬

법을 제시한 서 (2009b)는 억류파 10개를 사용하여 발표 당시까지 가장 정밀한 수치해 

생산하였다. 평면파 근사식에 기초한 산란체법과 변환행렬법을 비교하여 산란체법의 결

과가 기존 엄밀해에 보다 가까우며 내재한 물리현상을 보다 명확하게 설명할 수 있음을 

서 (2010)가 보였다. 
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제 3 장 계단근사 지형의 파랑변형 

수심이 변하는 지형 위를 지나는 파랑은 수심의 변화로 인해 파장이 변하게 되며 이

로 인해 파속과 군속도의 변화를 가져온다. 이는 파랑에너지를 재편시켜 파고가 변하게 

된다. 본 연구에서는 지형에 의한 파랑변형을 비교적 단순한 경우에 대해 다루고자 저면 

마찰손실을 없는 선형파를 대상으로 한다. 이러한 조건에서는 파랑은 Laplace 방정식을 

만족하는 속도포텐셜 ( ),x zφ 로 나타낼 수 있고 2차원 경계치 문제는 (3.1)로 주어진다. 

2

0, ( ) 0
0, ( )

0, 0

xx zz

z x x

z

h x z
h z h x

z
g

φ φ
φ φ

ωφ φ

+ = − < <
+ = = −

− = =

       (3.1) 

여기서 x 축은 파랑의 진행방향이고 z 축은 연직방향으로 ( )z h x= − 는 해저면이며, 좌표

계의 원점은 정지수면에 위치한다. 단주기 파랑을 대상으로 각주파수 ω 는 2 / Tω π= 로 

정의되며 T 는 주기이다. 또한 수심, 주기와 진행파의 파수 0 2 /k Lπ= 는 파랑분산식 

(3.2)를 만족한다. 그리고 억류파의 파수 jk 는 무한개로 (3.2)로 주어진다. 

2
0 0tanh tan .i j j igk k h gk k hω = = −       (3.2) 

파랑의 주기가 주어지면 (3.2)는 파수에 관한 비선형식으로 반복법을 사용하여 정할 수 

있다. 

수심이 일정한 0xh =  경우 (3.1)은 (3.3)이 된다. 

2

0, 0
0,

0, 0

xx zz i

z i

z

h z
z h

z
g

φ φ
φ

ωφ φ

+ = − < <
= = −

− = =

       (3.3) 

(3.3)의 해는 변수분리법으로 구할 수 있고 연직방향 성분은 고유함수 ( ),i jf z 로 나타낼 

수 있다. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 ,,0 ,0
,0 , , ,

1

i j i i j ii i k x x k x xik x ik x
i i i i i j i j i j

j
p e p e f z s e s e f zf −

∞
− − −−+ − + −

=

 = + + +  ∑    (3.4) 

여기서 

( )
( )
( )

,0

,

,

cosh , 0

cos , 1

i i

i j

i j i

k z h j
f z

k z h j

 + == 
+ ≥

       (3.5) 

식 (3.4)에서 ip± 는 진행파의 미지 진폭이고 ,i js± 는 억류파의 진폭이다. 

 수심이 변하는 지형을 다수의 계단으로 근사하여 속도포텐셜을 구하는 경우 (3.4)의 

미지 진폭은 수심 불연속선에서 정합조건으로부터 구하고 계단의 좌우외측에는 방사조건

과 입사조건이 부여된다. 불연속선 i 에서 정합조건은 (3.6)이 된다. 

( )
1

11
; , min , 0.

i i

i i ii i
x x h h z

x x

φ φ
φ φ

+

++

=
 = − ≤ ≤∂ ∂

= ∂ ∂

     (3.6) 

연직벽에서 수평유속은 0xφ∂ ∂ = 이 되어야 하기 때문에 (3.6)은 계단의 수심이 낮은 

수층에서만 성립한다. 첫 식은 경계선에서 압력이 같음을 나타내는 동력학 조건이고 둘

째 식은 유속이 동일한 즉 물질보존식이다. 

미지 진폭을 구하기 위해 (3.4)의 억류파의 개수를 N 로 절단하면 절단으로 인한 오

차가 발생하며 가중잔차법(weighted residual method)의 하나인 Galerkin 기법을 사용

한다. Kirby and Dalrymple (1983)의 연구에 따르면 경계선 ix x= 에 정합조건은 (3.7)

이 된다. 

( )
1

0 0

1

10 0 1

, ,

, ,

; , min , ,
s s

i i

i ih h

i s i i
i i

h h

s s
i j i j

d d
i j i j

dz dz
x x h h h

dz dz
x x

f f

f f

ff

ff
+

+− −

+
+

− −

 = = ≡ ∂ ∂ =
 ∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫
   (3.7) 

여기서 sh 는 정의한 바와 같이 인접 두 계단바닥 수심 가운데 낮은 수심이며 정력학 정

합조건에서 연직벽의 수평유속이 0인 점을 이용하여 적분하한을 전체 바닥수심으로 확

장한 것이다. 고유함수 ,
s

i jf 는 바닥수심이 낮은 지역에 대한 것이고 ,
d

i jf 는 바닥수심이 깊
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은 지역의 고유함수로 (3.7)로부터 얻게 되는 연립방정식은 수치계산상 안정성이 높은 

장점이 있다. 

경계선 ix x= 에서 정합조건과 Galerkin 기법을 사용하여 (3.7)로부터 얻는 연립방정

식의 미지 진폭을 벡터 iX 는 ( )2 1N + 개의 원소로 구성되며 이를 다시 두 개의 ( )1N +  

벡터로 재편하여 이를 (3.8)로 정의한다. 

{ },1 ,
1

, , , , .
Ti

i i i i i N
i

X
X p s s

X

−
± ± ± ±

+
+

 
= = 
 

X        (3.8) 

그러면 (3.7)로부터 얻어지는 연립방정식은 (3.9)과 같은 행렬 식으로 나타낼 수 있다. 

1 1 ,i i i i i i− ++ + =A X B X C X 0        (3.9) 

여기서 행렬 iA , iB 와 iC 는 각각 ( )1N + 요소를 갖는 4개의 정방행렬을 요소로 갖는 

sub-matrices로 (3.10)으로 정의한다. 주목해야 할 점은 행렬 iA 와 iC 는 구성요소 0 

행렬을 가진 sparse matrix로 해를 구하기 위해 단순한 direct inverse 기법을 사용하

면 불필요한 기억용량과 많은 계산시간이 들게 된다. 

,12 ,11 ,12 ,11

,22 ,21 ,22 ,21

, , .i i i i
i i i

i i i i

     
= = =     
     

0 A B B C 0
A B C

0 A B B C 0
    (3.10) 

특히 계단의 개수 M 이 증가하면 정한 억류파의 수 N 을 곱한 ( )2 1M N +  만큼의 미지수

가 생겨 계산시간은 지수적으로 증가한다. 그래서 O’Hare and Davies (1993)는 억류

파를 무시한 진행파만을 사용하여 계산시간을 줄이는 것이 현실적인 대안이라 지적하였

다. 

그러나  (3.9)가 내재한 특성인 sparse matrix를 효과적으로 이용하면 다수의 억류파

를 포함하더라도 계산시간을 크게 줄일 수 있으며 본 연구에서는 이를 보이고자 한다. 

이 연구에서는 계산시간을 줄이기 위해 또 다른 근사기법을 도입하지 않고 주어진 식을 

변형하여 원래 주어진 식을 빠르고 정확하게 계산하고자 한다. 

유도된 (3.9)를 풀면 속도포텐셜의 진폭을 구하게 되고 이를 (3.4)에 대입하면 포텐셜

이 구해 진다. 해면을 구하기 위해서는 동력학 해면조건이 필요하고 이로부터 투과파와 

17 

 



반사파의 진폭이 계산된다. 그리고 물리적으로 관심대상인 반사율 RK 과 투과율을 속도 

포텐셜 정의 (3.4)에 의해 (3.11)로 표현된다. 이 매개변수는 입사파의 진폭과 지형에 

의한 반사파와 투과파의 진폭의 비로 지형에 의한 산란도를 나타낸다. 

1 1 1 1

1 11 1

cosh
, .

cosh
M M M

R T

p p k h
K K

k hp p

− +
+ + +

+ +
= =       (3.11) 

이제 본 연구의 핵심주제인 변형행렬에 대해 기술하기로 한다. 이는 앞에서 기술한 바와 같이 

수치적인 계산의 정밀도는 유지하되 기억용량과 계산속도의 현저히 높이는 방법으로 유도된 연립

방정식의 특성을 고려하여 주어진 식을 적절히 변형하여 해를 새로운 변형행렬로 나타내는 방법

에 관한 것이다. 

3.1 단일계단 

기존의 연구에서는 계단의 선반길이가 무한하여 입사파가 x →±∞ 에서부터 계단으로 

접근하며 따라서 계단부근에서 억류파는 완전히 감쇄되어 진행파만 존재하게 된다. 그러

나 본 연구에서는 계단 선반의 길이가 작아 입사파에 억류파형이 존재하는 것으로 확장

한다. 이 조건은 기존의 결과를 확대한 것일 뿐 아니라 본 연구에서 추구하는 기법에서

도 필요하기 때문이다. 

하나의 계단에 대한 연립방정식은 (3.9)로부터 얻을 수 있고 이를 (3.12)로 변환한다. 

in
1 1 1 1 1 ,= ≡B X D X X         (3.12) 

여기서 

1,11 1,12 1,12 1,11 1 1
1 1 1 1

1,21 1,22 1,22 1,21 2 2

, ; , .
X X
X X

− +

+ −

       
= = − = =      

      

B B A C
B D X X

B B A C
   (3.13) 

(3.12)는 (3.9)의 일부를 이항하여 입사파와 산란파를 분리하여 재구성한 것으로 행렬 

1A 와 1C 의 일부 구성요소가 0 행렬인 점을 이용하여 입사파의 진폭 1X 와 연관된 행렬 

1D 의 곱이 입사파 조건으로 나타낸 것이다. (3.13)의 미지수는 반사파 진폭 1X −과 투과

파 2X + 인 반면에 입사파는 양측 계단선반에 존재하는 파랑성분 가운데 경계선 쪽으로 

향하는 성분들의 진폭과 선반의 길이와 입사파의 특성이 반영된 것이다. 

18 

 



행렬 1B 와 1D 는 수심과 선반길이와 같은 지형조건과 입사파가 주어지면 앞에 기술한 

고유함수의 내적 또는 Galerkin 기법 (3.7)로부터 계산한다. 1 2h h< 의 경우애 대한 예

를 들어 설명하면 정력학 정합조건으로부터 (3.14)가 얻어진다. 여기서 행렬요소의 첨자

는 ( )1, , 1m N= + 으로 1N + 개의 식이 얻어진다. 

( )

( )

1,0 1 1,0 1

1 1

1, 1

1 1

2,0 1 2

2

2

0 0

1,0 1,0 2, 1,0 1,0 2,

0 0

1, 1, 2, 1, 1, 2,

, ,0

2,0 2,0 2, 2,0

0

2, 2, 2,

, 1 ,

, 1 ,

,

,

j

i k x ik x
m mh h

k x
j j m j j mh h

m n m n
ik x ik

mh

j j mh

ik e f f dz ik e f f dz n

k f f dz k e f f dz n j
b d

ik e f f dz ik e

k f f dz

−

− −

− ∆

− −

−

−

−

− − =


= +
= =
− −




∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

( )

( )

,0 1

2

2, 2

2

0

2,0 2,

0

2, 2, 2,

2 ,

2 .j

x
mh

k x
j j mh

f f dz n N

k e f f dz n j N

−

− ∆

−







 = +



= + +

∫

∫

 (3.14) 

그리고 동력학 정합조건 ( )2, , 2 2m N N= + + 으로부터 (3.15)가 형성된다. 

( )

( )

( )

1,0 1 1,0 1

1 1

1, 1

1 1

2,0 1 2,0 1

1 1

2,

1

0 0

1,0 1, 1,0 1,

0 0

1, 1, 1, 1,

, ,0 0

2,0 1, 2,0 1,

0

2, 1,

, 1 ,

, 1 ,

, 2 ,

,

j

j

i k x ik x
m mh h

k x
j m j mh h

m n m n
ik x ik x

m mh h

k
j mh

e f f dz e f f dz n

f f dz e f f dz n j
b d

e f f dz e f f dz n N

f f dz e

−

− −

− ∆

− −

−

− −

− ∆

−

 − =


− = +
= =
− = +



−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ( )2

1

0

2, 1, 2 ,x
j mh

f f dz n j N
−











= + + ∫

 (3.15) 

(3.14)와 (3.15)의 지수 1, ,j N=  이고 선반길이는 ( )1, 1, 2i i ix x x i−∆ = − = 로 정의되

며 또 다른 지수는 (3.16)으로 나타내 수식표현을 간단히 하였다. 

1, 1
.

2, 1
m m N

m
m N m N

− ≤ +
=  − − > +

       (3.16) 

위의 두 식 (3.14)와 (3.15)으로부터 억류파형은 진행파형과 연관되어 서로 영향을 

줌을 알 수 있다. 특히 억류파형의 내적에 지수적 감쇄 ( ),exp i j ik x− ∆ 는 선반길이에 의

해 결정되며 이 감쇄가 작으면 산란파 결정에 상당한 영향을 주게 된다. 한편 선반길이

가 충분하여 완전한 감쇄가 발생하는 경우 억류파의 영향은 없어 진행파만 산란파 계산

을 결정하게 된다. 다른 의미로 해석하면 선반길이가 충분하면 진행파만이 영향을 주게 
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되어 결국 진행파 근사법의 결과와 동일하게 되고 이 경우에는 계산속도가 매우 빠르게 

된다. 한편 진행파 근사법은 억류파의 영향을 배제하기 때문에 선반길이가 짧은 경우에

는 산란파를 정확히 계산할 수 없는 제약을 가지고 있다. 

행렬표기법을 이용하여 (3.12)를 풀면 단일 계단에 대한 산란행렬(Scattering matrix)

이 얻어진다. 

1 1 1,1 1,11 1 1
1 1 1 1

1 1 1,2 1,22 2

.
X X
X X

+ − + −+ +
−

+ − + −− −

      
= = ≡      

         

R T S S
X B D X

T R S S
     (3.17) 

여기서 산란행렬은 1 1 1
+ − =  S S S 으로 표기하는 것이 편리하며 각 요소는 행렬을 요소로 

갖는다. (3.17)이 성립하기 위해서는 역행렬 1
1
−B 이 존재해야 하기 때문에 행렬 1B 는 정

규행렬이어야 한다. 물리적 관점에서 보면 급격한 지형변화에 의해 파랑은 산란파를 형

성하기 때문에 1B 는 반드시 정규행렬이 되며 따라서 이에 대한 별도의 증명은 필요하기 

않다. (3.17)에서 행렬 1
±R 과 1

±T 는 주어진 입사파에 대한 반사파와 투과파의 계수로 앞

에서 설명한 대로 계산하면 행렬 요소의 값이 정해진다. 

변환행렬(Transfer matrix)는 이를 주어진 입력자료에 곱하면 미지수 여기서는 산란

파의 진폭이 얻어지는 특이한 행렬로 정의된다. 단일계단의 경우 변환행렬은 산란행렬과 

동일하게 되며 이들이 입력조건에 작용하면 구하고자 하는 산란파가 얻어진다. 다시 강

조하면 산란행렬은 지형특성과 파랑 특성이 고려된 물리현상을 나타내는 계수이다. 만일 

수심이 일정한 경우에는 파랑은 지형에 의해 변화가 발생하지 않아 반사파가 존재하지 

않고 투과되며 이 경우에도 (3.17)이 성립함으로 역행렬 1
1
−B 은 존재한다. 

계산된 산란파 진폭 (3.17)의 1X 을 (3.4)에 대입하여 속도포텐셜을 구하면 이는 경

계선으로부터 멀어질수록 지수적으로 감소하게 된다. 결국 선반길이가 충분히 길면 외측

의 경계선에서 생성된 억류파형은 계단 경계선부근에서는 완전히 감쇄되어 영향을 주지 

않게 된다. Devillard et al. (1988)은 이점에 착안하여 억류파가 완전히 감쇄될 정도로 

충분한 선반길이를 갖는 지형에 대해 wide-spacing 근사법을 상용하였고 불규칙한 지

형에서 완전 반사가 일어나는 길이인 Anderson localization을 연구하였다. 
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3.2 두 개의 계단 

두 개의 계단으로 이루어진 지형에 대한 연구로는 Kirby and Dalrymple (1983)이 

Trench 지형에 관한 것이 있다. 기존 연구는 유도되는 연립방정식의 크기가 작기 때문

에 간단한 direct inversion 방법으로 해를 계산하였기에 이 경우에 포함된 중요한 물리

현상인 다중반사를 다루지 않았다. 그러나 본 연구에서는 다중반사 현상을 조명하고 이

를 이용하여 계산의 효율성을 획기적으로 증대시키고자 한다. 

두 계단에 의한 파랑변화에 대한 식은 (3.9)로부터 쉽게 얻는다. 이는 각각의 계단에 

대한 산란행렬로 표현할 수 있다. 

1 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 2 1
2 2

2 2 2 2 3 2 3

3 2 2 2 3 3

.

X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X

− + + − − −

+ + + − − + +
+ −

− + + − − − −

+ + + − − +

 = +  
  = +      ⇒ =     = +    
  = +  

R T
T R

S S
R T
T R

    (3.18) 

여기서는 입사파랑의 진폭은 1X + 와 3X − 이며 (3.18) 좌측 식의 좌변에 나타난 미지수를 

입사진폭으로 나타내어 변환행렬을 구하고자 한다. 이를 위해 좌측 식의 우변에서 2X −와 

2X + 를 입사진폭으로 나타내어야 한다. 셋째 식을 둘째 식에 대입하여 2X − 를 소거한다. 

그리고 이를 넷째 식에 대입하면 쉽게 미지 벡터를 입사진폭으로 나타낼 수 있다. 

( ) ( )
( )

( )
( )

1

2 2 1 2 1 1 2 3 2,3 1 2,3 3

2 1 1 2,3 1 1 2,3 3 2,2 1 2,2 3

3 2 2,2 1 2 2,2 2 3 2,4 1 2,4 3

1 1 1 2,3 1 1 2,3 3 2,1 1 2,1 3

,

,

,

,

X X X X X

X X X X X

X X X X X

X X X X X

−− + − + + + − − + + − −

+ + − + + − − − + + − −

+ + + + + − − − + + − −

− + − + + − − − + + − −

= − + = +

= + + = +

= + + = +

= + + = +

I R R R T T S S

T R S R S S S

T S T S R S S

R T S T S S S

    (3.19) 

(3.18)의 우측 식에 제시한 산란행렬은 각각 4개의 하위 행렬을 요소로 가지며 이 행렬

은 ( )1N +  정방행렬이 된다. 

2 2,1 2,2 2,3 2,4 2 2,1 2,2 2,3 2,4; .
T T+ + + + + − − − − −   = =   S S S S S S S S S S    (3.20) 

그리고 (3.19)에서 I 는 ( )1N + 차 단위행렬이다. 두 계단지형으로부터 외측으로 향하는 
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산란파의 진폭은 1X −과 3X + 이다. 

두 계단에 포함된 다중반사는 Mei et al. (2005)이 장파에 대한 관련 부분을 확장하면 

쉽게 설명할 수 있다. 설명을 간단히 하기 위해 입사파는 계단의 오른쪽에서만 진행하는 

것으로 국한한다. 진폭 1X + 을 갖는 입사파가 1x x= 에 위치한 첫 계단을 만나면 일부 파

랑 에너지가 둘째 선반으로 전파하여 투과파 1 1X+ +T 를 생성하고 나머지 에너지는 반사되

어 첫 선반의 좌측으로 진행하여 반사파 1 1X+ +R 을 만든다. 둘째 선반에서 진행하는 투과

파 1 1X+ +T 가 둘째 경계선을 만나면 이것이 입사파가 되어 첫 경계선에서 발생한 것과 동

일한 현상이 일어난다. 즉 셋째 선반으로 진행하는 투과파는 2 1 1X+ + +T T 이고 둘째 선반의 

좌측으로 진행하는 반사파는 2 1 1X+ + +R T 이 된다. 이 반사파가 첫째 경계선에 도달하면 같

은 현상이 반복되어 일부는 투과하여 1 2 1 1X− + + +T R T 이 되고 나머지는 반사하여 둘째 선반

의 우측으로 진행하는 반사파 1 2 1 1X− + + +R R T 을 형성한다. 이러한 반사와 투과과정이 둘째 

선반에서 무한히 발생하여 이를 그림 1에 도시하였다. 

 

그림 1. 두 계단에서 발생하는 다중반사 

그림 1에서 첫째 선반의 좌측 1x x< 에서 좌측으로 진행하는 모든 파랑을 더하면 전체 

반사파를 얻게 된다. 

( ) 1

1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 ,X X X X X
−− + + − + + + − + − + + + + − + − + + + = + + + = + −  

R T R T T R R R T R T I R R R T

 (3.21) 

여기서 Neumann series identity을 사용하였고 이는 익숙한 무한 등비급수의 합을 행렬
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로 확장한 것에 해당한다. 이 때 등비행렬 2 1
+ −R R 의 크기는 1보다 작아야 한다 

(Greenberg 1978). 유사한 방법으로 다른 산란파의 진폭에 대한 물리적 현상을 설명할 

수 있고 이는 (3.19)에 주어진 결과와 동일하게 된다. 그래서 (3.19)로 주어진 식의 결

과는 두 계단에서 발생하는 다중반사를 포함한 전체 산란파의 진폭이 됨이 분명하다. 

3.3 다중 계단 

앞 절의 두 계단에서 기술한 방법을 확장하면 다중 계단에 대한 산란파를 얻을 수 있

다. 다만 본 연구에서는 순차적인 방법을 사용하고자 m 개의 계단에 대한 것을 고찰하고

자 한다. 이 때 마지막 m 번째 계단을 제외한 첫 ( )1m − 계단의 산란행렬 

1 1 1m m m
+ −

− − − =  S S S 은 이미 위에 기술한 방법으로 계산한 것을 사용한다. 그리고 m 번째 

계단의 산란행렬 m
±R 과 m

±T 도 지형과 파장이 정해지면 구할 수 있음도 다시 언급한다. 

그러면 m 개의 계단에 대한 연립방정식은 (3.22)가 된다. 

1 1,1 1 1,1

1
2 1,2 1 1,2

2

2
1 1,2 3 1 1,2 3

1,2 2 1 1,2 2

1 1

1 1

,

,

,

,

,

.

m m m

m m m

m m m m m m

m m m m m m
m

m m m m m m

m m m m m

X X X
XX X X
X
X

X X X

X X X X
X X X X
X X X

− + + − −
− −

−
+ + + − −

− − +

−
− + + − −
− − − − −

+ + + − −
−− − − −

− + + − − +
+ +

+ + + − −
+ +

 = +


 = + 

 = + ⇒ 


= +

 = + 
 = +

S S

S S

S S

S S

R T

T R





1

1

.m m
m

X
X

+
+ −

−
+




    =   

  
 
 
 

S S   (3.22) 

(3.22)에서 볼 수 있듯이 미지 진폭 1X + 과 1mX −
+ 은 이미 구한 첫 ( )1m − 계단의 산란행

렬로 인해 느슨히 연계되어 있다. 즉 mX − 이 입사파랑의 진폭으로 구하여 지면 첫 

( )1m − 계단의 모든 산란행렬은 쉽게 계산되고 이를 구한 것이 (3.23)이다. 

( ) ( )1 1

1,2 2 1,2 2 1 1,2 2 1

,2 1 1 ,2 1 1.
m m m m m m m m m m m m

m m m m m

X X X

X X

− −− + − + + + + − − −
− − − − − − +

+ + − −
− − +

= − + −

≡ +

I R S R S I R S T

S S
  (3.23) 

위 방법으로 구한 첫 ( )1m − 계단의 산란행렬은 (3.24)가 된다. 
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( ), 1, 1, ,2 1 , 1, ,2 1; 1, , 2 2 .m i m i m i m m m i m i m m i m+ + − + − − −
− − − − −= + = = −S S S S S S S     (3.24) 

(3.24)에는 이미 계산된 첫 ( )1m − 계단의 산란행렬과 (3.23)에서 구한 산란행렬의 곱

으로 나타내짐을 주목해야 한다. 물리적으로 의미가 있는 반사파 진폭과 투과파 진폭을 

나타내면 (3.25)와 (3.26)이 된다. 

( )1 1,1 1,1 ,2 1 1 1,1 ,2 1 1 ,1 1 ,1 1.m m m m m m m m m m mX X X X X− + − + + − − − + + − −
− − − − − + += + + ≡ +S S S S S S S   (3.25) 

( )1 ,2 2 1 ,2 2 1 ,2 1 ,2 1.m m m m m m m m m m m m m mX X X X X+ + + + + − − − + + − −
+ − − + += + + ≡ +T S T S R S S   (3.26) 

만일 주어진 지형의 반사율과 투과율만이 대상이 되어 지형내부의 모든 산란파를 구하

지 않는 경우에는 식 (3.24)에서 단 2개의 산란행렬의 계산이 필요하기 때문에 계산속

도와 기억용량이 현저하게 감소된다. 즉 (3.23)과 (3.24)에서 ,1m
+S , ,1m

−S  그리고 ,2m m
+S , 

,2m m
−S 을 계산하면 된다. 그러므로 이 방법을 사용하면 아주 많은 계단으로 구성된 지형

이라도 쉽고 빠르게 반사율과 투과율을 계산할 수 있게 된다. 이 계산은 근사 방법이 상

용되지 않아 정확도는 전체를 계산하는 경우와 동일하나 계산의 신속함을 얻기 위해 계

단 내부의 많은 산란행렬을 구하지 않을 뿐이다. 

(3.23) – (3.26)에서 계산된 것을 두 계단에 적용하면 앞에서 구한 (3.19)와 동일함

을 입증할 수 있다. 이 방법에서 계산시간이 많이 소요되는 역행렬 계산은 (3.23)에 나

타낸 바와 같이 1N +  행렬에 대한 것으로 기존 연구에서 사용한 ( )2 1M N + 행렬에 대한 

direct inversion에 비하면 크게 줄어든 것이다. 이러한 계산상의 장점 이외에도 본 방법

은 기존 연구인 Guazzelli et al. (1992)에 비해 월등한 장점을 갖고 있다. 

Guazzelli 등은 계산시간 단축을 위해 구성 계단을 다수의 그룹으로 나누고 이 그룹에 

대한 산란행렬을 구한 뒤 그룹간에는 억류파의 영향을 무시한 평면파 근사법을 사용한 

hybrid wide-spacing 근사를 제안하였다. 따라서 그들의 방법은 그룹의 구성방법에 따

라 그리고 보다 중요한 억류파의 영향을 무시하였기에 계산의 정확도가 영향을 받게 된

다. 그러나 본 연구의 방법은 계산에 필요한 역행렬의 크기를 최소로 하여 계산속도도 

빠를 뿐 아니라 무엇보다도 근사적인 계산법을 사용하지 않아 정확성이 보장된다는 점에 

있다. 결국 본 방법은 기존 연구에서는 불가능한 많은 수의 계단과 억류파형을 사용할 
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수 있고 또한 계산 속도 역시 현저히 빠른 장점을 가진다. 

구성된 계단지형에 대해 평면파 근사법의 결과를 얻기 위해서는 (3.23) – (3.26)에서 

0N = 을 대입하면 얻는다. 한편 개별 계단에서는 억류파를 고려하나 계단 간에는 억류파

의 영향을 무시하는 wide-spacing 근사도 개별 계단에서 구한 산란행렬 중에 진행파 

성분만을 취하고 이를 본 연구의 방법으로 구하면 된다. 그리고 위에 기술한 바와 같이 

hybrid wide-spacing 근사 계산도 쉽게 얻을 수 있다. 그러나 이 방법들은 근사법으로 

정확도가 낮은 단점이 있다. 
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제 4 장 수치결과 

본 연구에서 개발된 모형을 검증하기 위해 기존 수치결과와 수리실험 자료와 비교하

여 본 모형의 우수성을 입증하고자 한다. 이미 언급한 바와 같이 본 모형은 2차원 지형

에서의 파랑변형을 대상으로 하며 입사파는 오른쪽으로 진행하는 경우로 국한한다. 또한 

수심이 변하는 구역의 외측인 좌우측에서는 수심이 일정한 경우에 대해 실험하였다. 

본 모형의 계산속도를 측정하기 위해 계단 100개의 지형에서 억류파형의 개수를 

200개까지 증가시켜 기존 direct inversion 방법과 본 방법의 CPU 소요시간을 측정하

였다. 표 1에는 계단과 억류파형의 수에 의해 정해지는 미지수의 개수도 나타내었으며 

기존 방법으로는 계산시간이 너무 많이 걸려 실용성이 없는 경우까지 대상으로 정하였다. 

표 1. 입사파 두 개에 대한 기존 direct inversion과 본 모형의 CPU 계산시간. 

M 
steps 

N  
modes 

No. of 
unknowns 

CPU time (sec) 
Direct 

Inversion 
Present 
method 

100 

0 200 0.10 0.00 
1 400 0.76 0.02 
5 1200 32.57 0.03 
10 2200 243.38 0.16 
20 4200 1701.60 0.76 
200 40200 - 626.61 

‘-‘ denotes no result. 
 

표에 보인 바와 같이 본 모형의 계산속도는 미지수의 개수가 증가할수록 현저하게 감소

하는 것을 알 수 있고 기존의 방법으로는 현실적으로 불가능한 경우까지도 계산 가능성

을 보여준다. 특히 지형내부의 파랑변형 전체를 계산하는 것이 아니라 지형전체에 의한 

반사율과 투과율만을 계산하는 경우 이미 기술한 바와 같이 본 모형의 계산능력을 현저

하게 증가시킬 수 있다. 

일정한 수심 위에 돌출한 저면 길이 λ 의 포물형 지형에 의한 반사율을 계산하기 위해 

Porter and Staziker (1995)가 연구한 지형 (4.1)을 사용하였다. 
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( )
2

0 2 2 1 , 0 .x xh x h x λ
λ λ

  = − + ≤ ≤  
   

      (4.1) 

무차원 변수가 2 0gω λ → 인 경우에는 지형은 수직 판으로 변하고 그 높이는 일정 

수심 0h 의 반에 이른다. Chamberlain and Porter (2006)도 동일 지형의 반사율을 구하

기 위해 여러 파형의 연계를 고려한 완경사근사식을 사용하였다. 그림 2에 무차원 폭 

2 gω λ 이 변할 때 계산한 반사율을 나타내었다. 

 

그림 2. 포물형 돌출지형에 대한 반사율 비교 

그림의 삽도는 지형의 형상이고 붉은 색 점선의 반사율은 억류파형 10개를 사용한 

결과이고 검은 색 실선은 억류파 50개에 대한 결과이다. 돌출 지형에 대해 100개의 계

단이 본 계산에 사용되었고 그림의 십자기호는 Porter and Porter (2000)가 선형 경계

치 문제 (3.1)를 정밀한 방법으로 수행한 결과이며 엄밀해이다. 돌출지형이 수직판으로 

갈수록 억류파의 영향이 강해져 그 개수를 늘려야 하며 이 실험은 본 방법의 정밀도를 

보여 주는 한 예이다. 수치계산의 round-off 오차를 줄이기 위해 배정도수를 사용하였

으며 이하의 모든 수치실험에서도 이를 사용하였다. 
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정현파 지형에 의한 파랑변형은 많은 연구자들이 수행하였고 이 가운데 단일형태의 

정현파 사주에 대해 Davies and Heathershaw (1984)가 수리모형실험과 수치실험을 실

시하였다. 대상 지형은 (4.2)로 주어진다. 

( ) ( )0 sin , 0 2 ,h x h b l x x n lπ= − ≤ ≤       (4.2) 

여기서 0h 는 지형의 평균 수심이고 n 은 사주의 개수, b  사주의 진폭 그리고 l 은 사주

의 파수이다. 한편 두 개의 상이한 파장을 갖는 사주에 대한 연구는 Guazzelli et al. 

(1992)이 수행하였고 대상 지형에 대한 식은 (4.3)이다. 

( ) ( ) ( )0 sin sin , 0 2 ,h x h b l x ml x x n lπ= − + ≤ ≤       (4.3) 

여기서 m 은 긴 파장과 짧은 파장의 비이다. 본 연구에서는 각 사주를 하나의 그룹으로 

취급하였고 인접 사주는 공통의 계단선반을 공유한다. 위의 사주지형에 대한 매개변수들

은 표 2에 정리하였다. 

표 2. 정현파 사주 실험에 사용된 매개변수들 

Bed type Case 0h  b  2 lπ  n  m  
(cm) 

Sinusoidal 
DH1 15.6 5 100 2 

- DH2 15.6 5 100 4 
DH3 31.2 5 100 10 

Doubly sinusoidal 

G1a 2.5 1 12 4 2 
G1c 4 1 12 4 2 
G2a 2.5 0.5 6 4 1.5 
G2c 4 0.5 6 4 1.5 
G3a 2.5 1 6 4 1.5 
G3c 4 1 6 4 1.5 

 

모형의 정밀도를 검증하기 위해 억류파의 개수를 증가시켜 수렴성을 검토하였다. 표 3은 

단일 정현파인 DH2에 대해 반사파 증폭이 극대값을 보이는 2k l =1과 2에 대한 수치결

과를 나타내었다. 본 모형이 매우 많은 미지수를 다룰 수 있음을 보이기 위해 계단 개수

를 1600개와 억류파를 200개까지 각각 증가시켰다. 정해진 어떤 계단 수에 대해 억류

파의 개수를 늘리면 수치계산 결과들은 일정한 값으로 수렴한다. 계단의 수와 억류파형

의 수를 동시에 증가시키면 일정한 하나의 값으로 수렴하게 된다. 
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표 3. 표 2의 DH2 지형에서 억류파형의 증가에 따른 수렴성 실험 

M 
steps 

N 
modes 

RK  M 
steps 

N 
modes 

RK  

2 1k l =  2 2k l =  2 1k l =  2 2k l =  

100 

0 0.74161 0.07987 

400 

0 0.74606 0.08167 
1 0.74113 0.03805 1 0.74367 0.04132 
10 0.73797 0.05420 10 0.74127 0.03760 
30 0.73751 0.05391 30 0.74072 0.03967 
50 0.73746 0.05410 50 0.74056 0.04008 
100 0.73744 0.05415 100 0.74052 0.04005 
200 0.73743 0.05417 200 0.74050 0.04005 

M 
steps 

N 
modes 

RK  M 
steps 

N 
modes 

RK  

2 1k l =  2 2k l =  2 1k l =  2 2k l =  

800 

0 0.74669 0.08180 

1600 

0 0.74700 0.08184 
1 0.74399 0.04172 1 0.74413 0.04190 
10 0.74151 0.03718 10 0.74159 0.03708 
30 0.74113 0.03789 30 0.74125 0.03752 
50 0.74100 0.03833 50 0.74117 0.03769 
100 0.74088 0.03866 100 0.74108 0.03795 
200 0.74086 0.03865 200 0.74102 0.03809 

 
 
단일 정현파 사주에 대한 Davies and Heathershaw (1984)가 제시한 결과는 제 2 

증폭이 발생하지 않았으나 후속 연구인 O’Hara and Davies (1993)와 Chamberlain 

and Porte (1995)의 결과에는 상당한 반사가 이 부근에서 발생하였으며 이는 수리실험 

결과에 보다 가깝기 때문에 후속 모형이 정밀성에서 더 우수하다고 주장하였다. 이 

논란의 여부를 평가하기 위해 계단의 수와 억류파의 수를 달리하는 2개의 조합에 대해 

실험하였다. 그림 3은 사주 한 파장당 100개의 계단과 10개 억류파로 계산한 결과를 

점선으로 400개 계단과 50개 억류파를 사용한 결과는 실선으로 나타내었다. 본 그림의 

해상도로는 두 곡선이 동일함을 보여 이 실험의 경우에는 100개의 계단과 10개 

억류파를 사용하면 충분한 정밀도를 갖는 것으로 평가된다. 그러나 분명히 2 2k l = 에서 

2차 증폭이 일어나지 않음을 알 수 있다. 그래서 이 지형의 경우는 해저경사가 비교적 

낮아 O’Hara and Davies (1993)의 평면파 근사도 제 2 증폭 부근을 제외하면 유사한 

결과를 보이는 것으로 분석된다. 다만 사주의 개수가 증가하면 제1 증폭의 피크를 

보이는 파랑의 주파수가 낮은 쪽으로 약간 움직인다. 
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그림 3. 표2의 단일 정현파 사주에 대한 반사율 계산비교 

그림 3에서 기호는 Davies and Heathershaw (1984)의 수리모형실험 결과이며 조파기 

반대편에 설치된 경사 해안으로부터 10% 정도의 반사파가 관측된 것으로 알려졌으며 

통상 그러하듯이 관측치는 상당한 산포 양상을 보이나 수치실험결과는 수리실험의 주된 

경향을 잘 보여준다. 

아래의 그림 4는 상이한 두 개 정현파형 사주지형 (Guazzelli et al., 1992)에 대한 

결과들의 비교이다. 모든 지형은 4개의 사주로 형성되었으며, 하나의 사주에는 상이한 

파장을 갖는 두 개의 정현파가 중첩되어 있어 이 때 긴 파장과 짧은 파장의 비인 m

값이 존재한다. 이로 인해 부차적인 증폭이 발생하며 주파수비가 ( )2 1k l m= − 인 저주파 

부근에서는“difference resonance”가 발생하고 ( )2 1k l m= +  고주파 부근에서는 “sum 

resonance”가 각각 발생한다 (Guazzelli et al. 1992; O’Hara and Davies, 1993). 
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그림 4. 상이한 두 개 정현파형 사주지형 (Guazzelli et al., 1992)에 대한 반사율 
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사주 구성 파장비가 정수가 아닌 1.5m =  경우에는 그림 4 c) - f)에서 볼 수 있듯이 

상당한 difference resonance가 발생한다. 계단지형은 앞의 그림 3에서와 같이 사주 한 

파장당 100개의 계단과 10개 억류파로 계산한 결과를 점선으로 400개 계단과 50개 

억류파를 사용한 결과는 실선으로 나타내었다. 사주 높이의 비인 0/b h 가 큰 경우 예로 

그림 4 a)는 4 b)에 비해 반사율이 크다. 반사율 피크의 이동에 영향을 주는 또 다른 

요인은 해저경사로 이는 그림 4 c)와 4 e)를 비교하면 해저경사 큰 4 e)가 훨씬 높다. 

그림 5는 계단지형에 대한 wide-spacing 근사로 계산한 반사율로 Devillard et al. 

(1988)은 계단지형의 모든 선반이 여기에 존재하는 억류파가 완전히 감쇄되는 충분한 

길이를 갖는 특별한 조건을 대상으로 하였다. 그 후 O’Hara and Davies (1992)는 각 

계단의 높이가 해당 수심의 0.02배 보다 작으면 Devillard et al.가 사용한 wide-

spacing 근사를 보다 간단한 평면파 근사로 바꿔도 거의 같은 결과를 보인다고 밝혔다. 

또한 해저경사가 작은 지형에서는 위의 두 근사법을 사용한 결과는 파형연계기법의 

결과와 큰 차이를 보이지 않음도 보였다. 계단의 개수 변화에 따른 wide-spacing 

근사법의 정밀도를 분석하기 위해 해저경사가 급한 지형도 포함하여 수치실험을 

수행하였다. 그림 5에는 상이한 3개의 방법이 사용되었다. 여기서 EFEM은 

파형연계기법을 의미하고 엄밀해에 속하며 근사법으로는 wide-spacing 근사와 평면파 

근사가 사용되었다. 이 계산에서 억류파의 개수는 50개로 고정하였으나 계단의 개수는 

달리하여 이로 인한 반사율의 변화를 보고자 시도하였다. 그림에서 분명히 알 수 있듯이 

계단의 수가 증가하면 두 근사법으로 계산한 결과는 서로 근접하는 양상을 보인다. 이는 

계단의 수가 충분히 많게 구성하면 wide-spacing 근사의 장점이 소멸되는 것으로 

풀이할 수 있다. 한편 많은 수의 계단은 주어진 지형을 재현하는 데 필요한 조건임을 

지적하고자 한다. 다시 강조하지만 그림 5는 EFEM만이 해저경사가 급한 지형에서도 

올바른 결과를 가져다 주는 것을 보여주고 있다. 

이미 앞에서 기술한 바와 같이 주어진 계단지형을 다수의 그룹으로 나누고 각각의 

그룹에 대해 산란행렬을 구하고 이 결과를 동일한 방법으로 다시 계산하면 해당 

연립방정식을 직접 풀어 계산한 값과 같게 된다. 이러한 그룹 구성을 사용한 방법의 

장점은 각 그룹간에서 계산한 산란행렬이 상호간에 어떻게 작용하는 지에 대한 분석을 
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가능하게 해준다. 

 

그림 5. 표 2의 지형에 대한 wide-spacing 근사의 계단 개수에 따른 상이한 3개 

방법으로 계산한 반사율 변화 

이를 보이고자 “DH2”와 “G1a”두 지형에 대해 억류파 10개를 사용하고 이 지형은 

4개의 사주로 구성되었으며 하나의 사주를 100개의 계단으로 나타내었다. 

그림 6은 해당 그룹에 대한 (3.4)의 반사 진행파 진폭 1p− 이고 단위 진폭의 

입사파가 x →−∞ 부터 계단으로 향할 때 계산한 값이다. 그림 6a는 위 사주 지형에서 

첫 두 개의 사주만을 고려한 경우로 각 사주(또는 그룹)에 대해 계산한 산란행렬의 
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반사율과 투과율 i
±R  and i

±T 을 입사파 주기에 대한 변화이다. 

 

그림 6. 상이한 사주지형에 대해 구성 사주간의 상호작용을 보이기 위한 반사율의 

입사파 주기에 따른 변화 

34 

 



산란율 i
±R  and i

±T 는 (3.25)와 (3.26)으로 계산하였고 해당 사주의 산란식은 

(3.18)과 유사하게 된다. 

1 1 1 1 101 1

101 1 1 1 101 101 1
2 2

101 2 101 2 201 101 201

201 2 101 2 201 201

.

X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X

− + + − − −

+ + + − − + +
+ −

− + + − − − −

+ + + − − +

 = +  
  = +      ⇒ =     = +    
  = +  

R T
T R

S S
R T
T R

 

 

 

 

 

   (4.4) 

(4.4)에서 반사파의 진폭 벡터 1X − 은 고려한 사주지형 양측에서 오는 입사파 1X + 와 

201X − 로부터 계산한 값이다. (4.4)를 풀면 (4.5)를 얻는다. 

( ) ( )1 1

1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 201.X X X
− −− + − + − + + + − + − − − = + − + −  

R T I R R R T T I R R T             (4.5) 

입사파 1X + 가 두 개의 사주에 작용하여 얻는 반사파는 두 개의 성분으로 되어 있다. 

1
+R 는 이 가운데 첫 사주에서 반사된 것이고 나머지는 두 개의 사주에서 다중반사에 

의해 생성된 것이다. 그림 6a에서 검은 실선은 두 개의 사주로부터 생성된 반사율이고 

기호 +를 포함한 파란색 선은 1
+R 이고 붉은 점선은 다중반사에 의한 성분이다. 그리고 

녹색 선은 (4.5)에 존재하는 두 성분의 위상차이다. 2 1k l =  부근에서 위상은 거이 

같아 두 성분이 합해져 증폭으로 나타난다. 반면에 2 1.47k l = 에서는 위상이 반대가 

되어 거의 같은 진폭이 상쇄되어 반사율이 없게 된다. 2 2k l =  부근에서는 제 2 증폭이 

발생하나 진폭의 크기가 0에 가까워 위상이 같아도 계산한 반사율은 아주 작아지게 

된다. 

위와 유사하게 첫 3개 사주에 대한 3
±S 를 (3.23) – (3.26)으로 계산하였다. 마지막으로 

주어진 4개의 사주에 대한 계산을 위해 위의 식들을 다시 사용하였다. 그러면 주어진 

문제에 대한 반사파 벡터 1X −는 다시 수정되어 (4.6)이 된다. 

( )1 3,1 3,1 4,7 1 3,1 4,7 401X X X− + − + + − − −= + +S S S S S           (4.6) 

여기서 
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( ) ( )1 1

4,7 4 3,6 4 3,6 4,7 4 3,6 4, .
− −+ + − + + − + − −= − = −S I R S R S S I R S T            (4.7) 

입사파가 양측으로부터 오지 않고 왼쪽 방향에서만 존재하는 경우 (4.6) 좌변의 둘째 

항이 존재하지 않게 된다( 401 0X − = ). 그림 6b는 표 2의“DH2”지형에 의한 반사율이고 

기존 사주에 새로운 사주가 추가되어 최종 4개의 사주로 지형이 구성되고 사주의 

추가는 증폭을 크게 하고 피크의 폭을 좁게 한다. 주 피크 주변의 side lobe의 개수 

역시 증가하며 이는 (4.5)의 두 성분의 위상차로 인한 것이다. 사주의 개수가 증가하면 

상호작용에 의한 성분의 크기는 감소하고 이것으로 인해 주 피크의 크기가 점차 커지게 

된다. 2 2k l =  부근에서 반사율과 이를 형성하는 두 성분의 크기 모두 0이 된다. 

그래서 하나의 사주로부터 유래된 이 현상이 사주 추가에도 계속되어 제 2 증폭은 거의 

없는 것으로 분석된다. 

그림 6d는“G1a”로 상이한 두 형태의 정현파가 중첩된 사주지형에 대한 반사율로 

그림 6c는 이 지형의 첫 2개로 계산한 반사율이다. 지형 정현파의 파장비가 2이므로 주 

증폭과 difference resonance가 2 1k l = 에서 같이 합해져 나타나게 된다. 따라서 이 두 

성분을 분리하기가 어렵다. 그림 6a에 비해 그림 6c에서 주 증폭의 피크가 현저하게 

이동한 것을 알 수 있다. 이 이동은 하나의 사주지형에 의한 반사율 경향에서도 

뚜렷하며 그림에서 기호를 포함한 파란색 실선에 해당한다. 

상이한 정현파 중첩 사주 “G3a”에 대한 본 모형의 결과를 그림 6e과 그림 6f에 

나타내었다. 여기서 정현파 파장비는 1.5로 부차적인 추가 증폭은 0.5와 1.5에 위치하게 

된다. 이 지형은 형상이 보다 복잡하고 경사도 커서 반사율과 위상차의 형상이 더 

복잡하며 주 증폭 피크의 이동이 훨씬 뚜렷하다. 
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제 5 장 결론 

수심이 변하는 2차원 지형에서 지형에 의해 생성되는 선형 산란파를 구하기 위해 

억류파형을 포함한 파형연계를 고려한 새로운 변환행렬법을 제시하였다. 이 행렬에 

주어진 입사파랑 조건을 곱하면 계단근사 지형에 대한 파형이 연계된 파랑계산이 바로 

얻게 된다. 변환행렬은 개개의 계단에서 구한 산란행렬로 구성되어 계산속도가 매우 

빠르며 복잡한 지형에 대한 파랑변형도 쉽게 구할 수 있는 장점이 있다. 이 기법은 

미지수를 늘리면 엄밀해로 수렴하기 때문에 정밀한 파랑변형 계산을 위해 미지수를 최대 

643,200까지 사용하였으며 이는 1600개 계단에 200개 억류파형에 대한 사례에 

해당된다. 계산소요시간 검증을 통해 모형으로부터 생성된 연립방정식을 direct 

inversion방식으로 계산하는 기존 방법보다 월등히 우수한 방법임을 확인하였다. 정현파 

형태의 지형에 대한 기존 결과 (Guazzelli et al. 1992; O’Hara and Davies, 1993, 

Chamberlain and Porter, 1995)와 비교하여 아주 정밀한 결과임을 입증하였다. 

본 모형은 구성 계단을 여러 개의 세부 그룹으로 나누고 각 그룹에 다수의 계단을 

구성하여 각 세부 그룹의 파랑변형을 계산한 후 그룹간의 파형연계법을 사용하여 원하는 

계산을 할 수 있으며 최종 결과는 세부 그룹의 구성에 따라 변하지 않는 특성을 갖는다. 

그러므로 이는 기존의 Guazzelli et al. (1992) 방법을 개선한 것이다. 세부 그룹에 대한 

산란행렬은 이를 구성하는 개개의 계단의 산란행렬을 구해 이를 조합하는 방법을 

사용하였고 그 최종 결과는 구성 연립방정식의 해와 동일하다. 이렇게 구한 각각의 세부 

그룹 산란행렬을 다시 동일한 방법으로 조합하면 구하고자 하는 문제의 최종 산란행렬이 

얻어진다. 이 특성은 다수의 정현파로 구성된 지형에서의 파랑변형을 구하는 데 

적용하여 그 장점을 예시하였고, 지형의 구성사주 간의 파랑변형 상호작용과 사주의 

개수 변화에 따른 반사율 변화를 분석에 아주 효과적인 것으로 평가된다. 지형이 복잡한 

경우 Bragg 산란 발생이 억류파형의 역할에 의해 파랑의 주기가 긴 쪽으로 이동하는 

현상을 평균수심에 대한 사주진폭의 비, 해저경사 그리고 지형 형상의 복잡 정도를 

고려하여 재평가하였다. Davies와 Heathershaw (1984)가 연구한 정현파 사주의 

경우 제2 증폭점 부근에서 매우 미약한 반사율을 보이는 원인을 규명하였고, 이 

점에서 사주 하나에 의해 생성된 거의 제로 반사율이 새로운 사주가 추가되어도 
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계속 영향을 주어 낮은 반사율을 보이기 된다. 그리고 계단의 수가 증가하여 

많은 계단지형의 경우에는 wide-spacing 근사법으로 계산한 결과는 평면파 

근사법의 결과와 거의 같게 되며, 결국 이 때는 wide-spacing 근사법의 장점이 

소멸되게 된다. 
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1. Introduction

For a varying topography in which the change of depth within a
wavelength is appreciable, reflected waves can no longer be neglected,
as waves are scattered by the undulating bottom. This interaction be-
tween surface water waves and periodic bottom topographies has
been studied extensively. The main issue has been focused on the
Bragg resonance reflection of incident waves when the surface wave-
length is about twice thewavelength of the bed profile (Mei et al., 2005).

When the bottom is rapidly varying with steep slopes, the evanes-
cent modes must be included to predict wave scattering accurately.
These modes represent local effects, but through mode coupling, they
affect the propagating modes. The inclusion of evanescent modes
gives rise to an additional set of coupled equations, from which the ac-
curate higher-order Bragg resonances and the clear shift of Bragg peaks
towards lower wavenumbers are obtained (Guazzelli et al., 1992;
Mattioli, 1991).

The stepwise approximation, in which a varying bottom is approxi-
mated by a series of steps, has proved successful for wave scattering
problems. The solution of each region of constant depth in the approx-
imation can be expressed as an eigenfunction expansion. To determine
unknown coefficients in the expansion,matching conditions are used at
every boundary of the intervening shelves to ensure continuity of the
fluid velocity and pressure over the depth. For an accurate solution,
the number of both steps and evanescent modes should be increased
to a sufficient level. By increasing the number of unknowns, a more ac-
curate solution can be obtained, but large amounts of computational ef-
fort are also required. Since the simple direct inversion of amatrix uses a
large amount of memory as well, the conventional method is not suit-
able, especially for a large system of equations. In spite of several efforts
erved.
to overcome this difficulty, the limitation on increasing the number of
unknowns has still remained. Therefore, a newmethod is needed to al-
leviate the limitation appreciably.

Devillard et al. (1988) devised a transition matrix method based on
both the scattering matrix by Miles' (1967) variational approximation
and the wide-spacing approximation by Srokosz and Evans (1979).
The propagating modes on either side of a shelf are related to a 2 × 2
transition matrix expressed in analytical form. Then, the scattering
property is obtained by successive multiplication of the transition ma-
trices corresponding to each shelf. This idea was adopted by Evans
and Linton (1994) to find the scattering properties in a transformed
domain by a conformal mapping technique. O'Hare and Davies (1993)
applied the plane wave approximation, which is a simplified version
of the wide-spacing approximation, to predict the scattering of periodic
bedforms. Their model provides good predictions for sinusoidal beds,
but poor predictions for higher-order resonances of doubly sinusoidal
beds. This strongly implies the inclusion of evanescent modes in the
scattering of complicated topographies. Guazzelli et al. (1992) devel-
oped a hybrid wide-spacing approximation by subdividing a bed into
smaller subsystems of steps to enhance the ability of solving fairly
large linear systems with a reasonable amount of effort, although it
somewhat sacrifices the accuracy of the solution. Coupling between all
wave modes is taken into account in each subsystem, but the subsys-
tems are not coupled by the evanescent modes. Since the solution is af-
fected by the choice of subsystems, they indicated that an adequate
subdivision into subsystemsmust be selected. Rey et al. (1992) present-
ed both experimental and numerical results of the propagation of nor-
mally incident waves over a rectangular submerged bar using the fully
coupled model by Takano (1960) and Kirby and Dalrymple (1983)
and the approximate model by Devillard et al. (1988).

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.coastaleng.2014.01.013&domain=pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.coastaleng.2014.01.013
Unlabelled image
http://dx.doi.org/10.1016/j.coastaleng.2014.01.013
Unlabelled image
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03783839


34 S.-N. Seo / Coastal Engineering 88 (2014) 33–42
Another line of approach to successfully predict linear wave scatter-
ing is based on the mild slope approximation. After Berkhoff (1972)
introduced the mild slope equation, several extensions have been
made aiming at steeper slopes and more complex bed shapes. The
extended mild slope equation by Kirby (1986) and the modified
mild slope equation by Chamberlain and Porter (1995) produced accu-
rate prediction for sinusoidal beds where themild slope equation failed.
Massel (1993) and Porter and Staziker (1995) presented multi-mode
extensions to include additional evanescentmodes to copewith steeper
slopes. Athanassoulis and Belibassakis (1999) and Chamberlain and
Porter (2006) showed that a sloping bed mode added to the multi-
mode extension improves the convergence rate of the approximation.

Recently, Bender and Dean (2003) applied the stepwise approxima-
tion to study wave scattering by 2-dimensional trenches and sills with
sloped transitions. They focused on the effects of sloped transition on
thewave scattering and found that the sloped transitions led to a reduc-
tion in the reflection coefficients. Their numerical results of the stepwise
approximationwere compared favorablywith those fromother shallow
watermodels. In a numerical experiment, Bender andDean (2003) used
atmost 40 steps and 16 evanescentmodes, while Guazzelli et al. (1992)
used 60 steps and at most 4 evanescent modes. Consequently, a limited
number of unknowns have been used in the approximation, and
solutions have been compared mainly to available laboratory data. For
better understanding of the stepwise approximation, the accuracy of
the solution has to be tested with increasing unknowns to a sufficient
level.

Since most of the computing time in the conventional method is
spent in inverting the matrix of linear equations, it is crucial to find an
effectiveway to use a number of smallermatrices to replace the one cor-
responding large matrix. To use the smallest matrix for the inversion,
our aim is to construct the solution by summing all scattering matrices
of individual steps. To this end, a transfer matrix is developed not only
to significantly relieve the limitation of the previous models, but also
to obtain the full solution of the two-dimensional linearwave scattering
problemwithout any restriction except for the stepwise approximation.
We present highly accurate numerical solutions for wave scattering by
variable topography and reassess the results. Extensive accuracy tests
of the solution are performed, and for multiple scattering between
bars, we examine changes in the reflection coefficient and its contribu-
tions with increasing number of bars in periodic beds.

2. Eigenfunction expansion method

For linearwaterwaveswith angular frequencyω, we seek a complex
velocity potential ϕ(x, z) exp(− iωt). A smooth bottom connecting two
regions of constant depth is approximated byM consecutive steps with
(M + 1) horizontal shelves. Although the length of the first and last
shelves may not be finite, the intervening shelves are of finite length.
For a better approximation to a given bed profile, the number of steps
should be increased.

Because the depth hi over the ith shelf (xi − 1 b x b xi) is constant, the
solution can be expressed by an eigenfunction expansion in the follow-
ing form:

ϕi ¼ pþi e
ik i;0x þ p−i e−ik i;0x

� �
cosh ki;0 zþ hið Þ

þ
X∞
j¼1

sþi; je
−k i; j x−x i−1ð Þ þ s−i; je

k i; j x i−xð Þh i
cos ki; j zþ hið Þ; ð2:1Þ

where the propagating mode amplitude pi
± and evanescent mode

amplitudes si,j± are to be determined, and the superscript ± denotes
the wave propagation direction. ki,j are the solutions of the dispersion
relationship.

ω2 ¼ gki;0 tanh ki;0hi ¼ −gki; j tan ki; jhi: ð2:2Þ
The eigenfunctions are given by

f i;0 ¼ cosh ki;0 zþ hið Þ; f i;n ¼ cos ki; j zþ hið Þ; ð2:3Þ

which form a complete and orthogonal set for the interval (−hi, 0).
To determine the unknown amplitudes in Eq. (2.1), the matching

conditions are imposed at each boundary separating adjacent regions.

ϕi ¼ ϕiþ1
∂ϕi

∂x ¼ ∂ϕiþ1

∂x
; x ¼ xi;−min hi;hiþ1

� �
≤ z ≤ 0:

8<: ð2:4Þ

For computational purposes, the infinite series in Eq. (2.1) is truncated
into a finite series of N terms. Substituting Eq. (2.1) into Eq. (2.4) pro-
duces a residual due to the truncation. Following themethod of weight-
ed residuals by Kirby and Dalrymple (1983), we have 2 (N + 1) linear
algebraic equations from the matching conditions at x = xi.

Z 0

−hs

ϕi f
s
i; jdz ¼

Z 0

−hs

ϕiþ1 f
s
i; jdzZ 0

−hi

∂ϕi

∂x f di; jdz ¼
Z 0

−hiþ1

∂ϕiþ1

∂x f di; jdz

; x ¼ xi; hs ≡ min hi; hiþ1
� �

;

8>>><>>>:
ð2:5Þ

where fi, js denotes an eigenfunction in the shallower shelf, and fi, j
d is that

in the deeper shelf. We make use of the shift of the integration limit in
the velocity condition using no contributions from the vertical wall of
the step.

Evaluation of the integrals in Eq. (2.5) gives a linear equation system.
In this study, the unknown vector Xi is regrouped into two sub-vectors
of (N + 1) elements.

Xi ¼
X−
i

Xþ
iþ1

� �
; X�

i ¼ p�i ; s
�
i;1; ⋯; s

�
i;N

n oT
: ð2:6Þ

Then, the linear system can be written in matrix form as

AiXi−1 þ BiXi þ CiXiþ1 ¼ 0; ð2:7Þ

wherematrices Ai, Bi, and Ci have four sub-matrices of order (N+1) el-
ements.

Ai ¼
0 Ai;12
0 Ai;22

� �
; Bi ¼

Bi;11 Bi;12
Bi;21 Bi;22

� �
; Ci ¼

Ci;11 0
Ci;21 0

� �
: ð2:8Þ

For M steps and N evanescent modes, 2M(N + 1) linear equations
are formed. When the number of both steps and evanescent modes is
increased for an accurate solution, the number of equations to be solved
increases muchmore rapidly. To circumvent the difficulties in solving a
large system of equations, we present a newmethod in which the solu-
tion is built using the individual scattering matrices of each step. More
importantly, we demonstrate that the present method is another way
of exactly solving the scattering problem of a very large system of
equations. Table 1 shows the computed CPU times of both the conven-
tional direct inversion and the presentmethod for twowave inputs. It is
evident that the present method drastically reduces the computing
time, especially for the case of a large number of unknowns, in which
the direct inversion method is impractical as shown.

After obtaining all velocity potential amplitudes, surface elevation
can be computed from the dynamic free surface condition. From the ve-
locity potential representation in Eq. (2.1), the reflection coefficient KR

and transmission coefficient KT are given by

KR ¼ p−1j j
pþ1
�� �� ; KT ¼ pþMþ1

�� ��
pþ1
�� �� cosh kMþ1hMþ1

cosh k1h1
: ð2:9Þ



Table 1
Computed CPU times of conventional direct inversion and present method for two wave
inputs.

M steps N modes No. of unknowns CPU time (sec)

Direct inversion Present method

100 0 200 0.10 0.00
1 400 0.76 0.02
5 1200 32.57 0.03

10 2200 243.38 0.16
20 4200 1701.60 0.76

200 40,200 – 626.61

‘–’denotes no result.
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3. Transfer and scattering matrices

In this section,we begin by finding the simplest solution for the scat-
tering problem of a single step and build up towards a more complicat-
ed one for a multi-step. As mentioned, we shall show how to construct
the transfer matrix of a multi-step using the pre-calculated scattering
matrices successively.

3.1. A single step

In previous studies, shelf lengths of a single stepwere assumed to be
infinite so that only the propagating modes of incident waves coming
from x→±∞ can be encountered around its depth discontinuity. How-
ever, we consider a more general case in which the shelf length can be
finite and incident waves including evanescent modes are given at the
both ends.

Combining the incidentwaves in Eq. (2.7) and transposing them, the
equation can be rewritten in the following form

B1X1 ¼ D1
eX1 ≡Xin

1 ; ð3:1Þ

with

B1 ¼ B1;11 B1;12
B1;21 B1;22

� �
; D1 ¼ − A1;12 C1;11

A1;22 C1;21

� �
;

X1 ¼ X−
1

Xþ
2

	 

; eX1 ¼ Xþ

1
X−
2

	 

:

ð3:2Þ

The elements in both B1 andD1 are computable from inner products
of the eigenfunction and weight function. As an example for h1 b h2,
from the velocity matching condition (m=1, ⋯,N+1), we have the el-
ements of the matrices B1 and D1.

bm;n ¼

(
−ik1;0 e

−i k1;0x1
Z 0

−h 1

f 1;0 f 2;mdz n ¼ 1ð Þ;

k1; j

Z 0

−h 1

f 1; j f 2;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−ik2;0 e
ik2;0x1

Z 0

−h 2

f 2;0 f 2;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

k2; j

Z 0

−h 2

f 2; j f 2;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ:

dm;n ¼

−ik1;0 e
ik1;0x1

Z 0

−h 1

f 1;0 f 2;mdz n ¼ 1ð Þ;

k1; j e
−k1; jΔx1

Z 0

−h 1

f 1; j f 2;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−ik2;0 e
−i k2;0x1

Z 0

−h 2

f 2;0 f 2;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

k2; j e
−k2; jΔx2

Z 0

−h 2

f 2; j f 2;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

ð3:3Þ
The pressure matching condition (m = N + 2, ⋯, 2N + 2)
produces

bm;n ¼

(
e−i k1;0x1

Z 0

−h 1

f 1;0 f 1;mdz n ¼ 1ð Þ;Z 0

−h 1

f 1; j f 1;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−eik2;0x1
Z 0

−h 1

f 2;0 f 1;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

−
Z 0

−h 1

f 2; j f 1;mdz; n ¼ jþ N þ 2ð Þ;

dm;n ¼

−eik1;0x1
Z 0

−h 1

f 1;0 f 1;mdz n ¼ 1ð Þ;

−e−k1; jΔx1
Z 0

−h 1

f 1; j f 1;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

e−i k2;0x1
Z 0

−h 1

f 2;0 f 1;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

e−k2; jΔx2
Z 0

−h 1

f 2; j f 1;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ;

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

ð3:4Þ

where j = 1, ⋯, N. The shelf length is given by Δxi = xi − xi − 1, (i
= 1, 2) and

m ¼ m−1;
m−N−2;

m ≤ N þ 1
m N N þ 1 :

	
ð3:5Þ

It is evident from Eqs. (3.3) and (3.4) that the evanescentmodes are
coupled with the propagating modes. Particularly, the shelf length af-
fects the evanescent modes of the incident waves by exp(−ki,jΔxi),
which eventually has an effect on the scatteredwaves.When the length
is large enough, all contributions of evanescent modes virtually vanish
in X1

in. On the other hand, when the incident waves are exclusively
given by propagating modes as in the plane wave, the same result hap-
pens to X1

in, even though the shelf length is not long enough. Thus, for a
step of infinite shelf length, incident waves are equivalent to plane
waves.

By solving Eq. (3.1), the scatteringmatrix of a single step S1= [S1+ S1−]
is obtained.

X1 ¼ B−1
1 D1

eX1 ¼ Rþ
1 T−

1
Tþ
1 R−

1

� �
Xþ
1

X−
2

	 

≡ Sþ1;1 S−1;1

Sþ1;2 S−1;2

" #
Xþ
1

X−
2

	 

: ð3:6Þ

The matrices R1
± and T1± denote coefficients of the reflected and trans-

mittedwaves, respectively. For a single step, the transfermatrix is inter-
changeable with the scattering matrix. We can see from Eq. (3.6) that
multiplying the transfer matrix by incident waves yields the solution
of scattered waves. Furthermore, the transfer matrix reflects the nature
of the system regarding topographic features and wave properties.
Since the scattering matrix exists even for a special step of equal
depth, where only the transmitted wave is formed, B1

−1 always exists.
When 1 and 2 are replaced by i and i + 1, Eq. (3.6) gives the scattered
wave equations of the ith step.

When the solution X1 of Eq. (3.6) is substituted into Eq. (2.1), it can
be observed that the produced evanescent modes decay exponentially
away from depth discontinuities. If a shelf length is so large that all ev-
anescent modes are negligibly attenuated inside the shelf, only the
propagating modes arrive at the neighboring step. Devillard et al.
(1988) adopted this wide-spacing approximation and applied it to
every step in a stepped bed to study Anderson localization to water
waves over a random bottom.

3.2. Two steps

In a bed with two steps, a multiple scattering between the steps is
formed, which is absent in the case of a single step. Linear equations
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for two steps are directly obtained from Eq. (2.7), and they can be given
by the scattering matrix form of each step.

X−
1 ¼ Rþ

1 X
þ
1 þ T−

1 X−
2

Xþ
2 ¼ Tþ

1 X
þ
1 þ R−

1 X−
2

X−
2 ¼ Rþ

2X
þ
2 þ T−

2 X
−
3

Xþ
3 ¼ Tþ

2X
þ
2 þ R−

2 X
−
3

⇒

X−
1

Xþ
2

X−
2

Xþ
3

8>><>>:
9>>=>>; ¼ Sþ2 S−2

� � Xþ
1

X−
3

	 

:

8>><>>: ð3:7Þ

Here, the incident waves with amplitudes X1+ and X3
− are given, and the

other amplitudes are to be determined. Similarly to a single step, the un-
knowns can be expressed by the transfermatrix, S2= [S2+ S2−], acting on
the incident waves. It is evident from Eq. (3.7) that each of them has
four sub-matrices of order (N + 1).

Sþ2 ¼ Sþ2;1 Sþ2;2 Sþ2;3 Sþ2;4
h iT

; S−2 ¼ S−2;1 S−2;2 S−2;3 S−2;4
� �T

: ð3:8Þ

By solving Eq. (3.7) straightforwardly, we find

X−
2 ¼ I−Rþ

2 R
−
1

� �−1
Rþ

2 T
þ
1X

þ
1 þ T−

2 X
−
3

� �
¼ Sþ2;3X

þ
1 þ S−2;3X

−
3 ;

Xþ
2 ¼ Tþ

1 þ R−
1 Sþ2;3

� �
Xþ
1 þ R−

1 S−2;3X
−
3 ¼ Sþ2;2X

þ
1 þ S−2;2X

−
3 ;

Xþ
3 ¼ Tþ

2S
þ
2;2X

þ
1 þ Tþ

2S
−
2;2 þ R−

2

� �
X−
3 ¼ Sþ2;4X

þ
1 þ S−2;4X

−
3 ;

X−
1 ¼ Rþ

1 þ T−
1 Sþ2;3

� �
Xþ
1 þ T−

1 S
−
2;3X

−
3 ¼ Sþ2;1X

þ
1 þ S−2;1X

−
3 ;

ð3:9Þ

where I is the identity matrix of order (N + 1). The scattered waves
propagating away from a variable bottom profile are X1

− and X3
+.

By extending the argument of a long wave by Mei et al. (2005), the
physical features imbedded in Eq. (3.9) can be explained. For simplicity,
we examine a scattering process due to a right-going incident wave
only. When the incident wave of X1

+ arrives at the first step x = x1,
some of the wave energy with a wave T1+X1+ is transmitted into the sec-
ond shelf, and the rest, R1

+X1
+, is reflected. As soon as this transmitted

wave reaches the second step, it undergoes the same scattering process:
some energy T2+T1+X1

+ is transmitted to the third shelf and the rest,
R2
+T1+X1

+, is reflected back toward the first step. Upon reaching the
first step, the back-reflected wave is again split into reflected and trans-
mittedwaves to produceR1

−R2
+T1+X1+ and T1−R2

+T1+X1+, respectively. This
back-and-forth scattering process is repeated infinitely in the second
shelf, as shown in Fig. 1.

Summing up all of the left-going waves in the first shelf, we have

X−
1 ¼ Rþ

1 X
þ
1 þ T−

1 R
þ
2 T

þ
1X

þ
1 þ T−

1 R
þ
2 R

−
1 R

þ
2 T

þ
1X

þ
1 þ ⋯

¼ Rþ
1 þ T−

1 I−Rþ
2 R

−
1

� �−1
Rþ
2 T

þ
1

� �
Xþ
1 ; ð3:10Þ

where the Neumann series identity is used in the case of a linear matrix
R2
+R1

−with norm less than unity (Greenberg, 1978). Similarly, the other
scattered wave amplitudes can be obtained. When the response of the
left-going incident wave is included, it results in Eq. (3.9). It is now
Fig. 1. Multiple scattering with evanescent modes in a b
evident that the mathematical solution in Eq. (3.9) is the sum of the in-
finite series produced by multiple scattering.

3.3. Multiple steps

Following the procedure in the previous subsection successively,
the scattered waves for a bedform of m steps can be easily obtained.
The transfer matrix of the first (m − 1) steps is known in the previous
computation, as is the scattering matrix of the mth step. Hence, this
can be essentially treated as a multiple scattering between two scat-
terers, with one being composed of the first (m − 1) steps and the
last one. Then, for a given m steps, linear algebraic equations can be
written as

X−
1 ¼ Sþm−1;1X

þ
1 þ S−m−1;1X

−
m ;

Xþ
2 ¼ Sþm−1;2X

þ
1 þ S−m−1;2X

−
m ;

⋮
X−
m−1 ¼ Sþm−1;2m−3X

þ
1 þ S−m−1;2m−3 X−

m ;

Xþ
m ¼ Sþm−1;2m−2X

þ
1 þ S−m−1;2m−2X

−
m ;

X−
m ¼ Rþ

mX
þ
m þ T−

mX
−
mþ1;

Xþ
mþ1 ¼ Tþ

mX
þ
m þ R−

mX
−
mþ1:

⇒

X−
1

Xþ
2

X−
2
⋮

X−
m

Xþ
mþ1

8>>>>>><>>>>>>:

9>>>>>>=>>>>>>;
¼ Sþm S−m

� � Xþ
1

X−
mþ1

	 

:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ð3:11Þ

As shown in Eq. (3.11), the unknown wave amplitudes are weakly
coupled because of the first (m − 1) steps, where waves in each shelf
are expressed in terms of X1

+ and Xm
−. As soon as Xm

− is expressed by
the incident waves X1

+ and Xm + 1
− , all elements of the first m − 1

steps in the transfer matrix are readily obtained. Solving the third and
second from the last in the simultaneous equations gives

X−
m ¼ I−Rþ

m S−m−1;2m−2

� �−1
Rþ

m Sþm−1;2m−2X
þ
1 þ I−Rþ

m S−m−1;2m−2

� �−1
T−
mX

−
mþ1

≡ Sþm;2m−1X
þ
1 þ S−m;2m−1X

−
mþ1:

ð3:12Þ

Substituting Xm
− into the equations, the first 2(m − 1) elements of the

transfer matrix are obtained.

Sþm;i ¼ Sþm−1;i þ S−m−1;i S
þ
m;2m−1; S−m;i ¼ S−m−1;i S

−
m;2m−1 i ¼ 1; ⋯;2m−2ð Þ:

ð3:13Þ

The left-going scattered wave amplitude is given from Eq. (3.13) by

X−
1 ¼ Sþm−1;1 þ S−m−1;1 S

þ
m;2m−1

� �
Xþ
1 þ S−m−1;1S

−
m;2m−1X

−
mþ1: ð3:14Þ

UsingXm+ computed from Eq. (3.13), the right-going scatteredwave am-
plitude becomes

Xþ
mþ1 ¼ Tþ

m Sþm;2m−2X
þ
1 þ Tþ

m S−m;2m−2 þ R−
m

� �
X−
mþ1 ≡ Sþm;2mX

þ
1 þ Sþm;2mX

−
mþ1:

ð3:15Þ
ed of two steps for a right-going incident wave X1
+.

image of Fig.�1


Fig. 2. Comparison of reflection coefficients for the hump topography.

Table 2
Parameters of bed configuration for periodic bars.

Bed type Case h0 b 2π/l n m

(cm)

Sinusoidal DH1 15.6 5 100 2 –

DH2 15.6 5 100 4
DH3 31.2 5 100 10

Doubly sinusoidal G1a 2.5 1 12 4 2
G1c 4 1 12 4 2
G2a 2.5 0.5 6 4 1.5
G2c 4 0.5 6 4 1.5
G3a 2.5 1 6 4 1.5
G3c 4 1 6 4 1.5
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In most of cases, we are interested in the whole scattering matrix
consisting of both Eqs. (3.14) and (3.15). In this case, only the scattered
wave amplitudes, X1

+ and Xm + 1
+ , need to be computed and saved in

memory for the next computation, which reduces the computation
significantly. Furthermore, it enables the present method to efficiently
obtain solutions of practical scattering problems where a bottom is
composed of a large number of steps, and sufficient evanescent modes
are incorporated.

Form=1, it can be readily shown that Eqs. (3.12)–(3.15) reduce to
Eq. (3.9). It should be noted that the matrix size to be inverted in
Eq. (3.12) is N + 1, which is half the size of the matrix of the single
step. This makes the present method very effective in computation.
Besides the computational advantages, however, the present method
has additional flexibility compared to the method of subsystems used
by Guazzelli et al. (1992). In contrast to the previous method, it is
not necessarily limited to use thewide-spacing approximation between
the subsystems, nor is it affected by the choice of subdivision locations.
For each subsystem, the scattering matrix can be efficiently computed
as described above, which now plays a role of that from a single step.
Each subsystem is treated as a scatterer like with a single step. Repeat-
ing the same solution procedure in Eqs. (3.12)–(3.15) gives the
scattered waves by a given topography, and they are expressed by
Eqs. (3.14) and (3.15).

Neglecting the effect of evanescent modes, the solution of the plane
wave approximation is obtained from Eqs. (3.12)–(3.15) with N = 0.
For a given N ≥ 1, however, we can have wide-spacing approximation,
hybrid wide-spacing approximation, or the full method. Scattered
waves for the wide-spacing approximation can be obtained by simply
taking elements for the propagation mode from all scattering matrices
of each step and using the same procedure above. Similarly, in the hy-
brid wide-spacing approximation, elements of the propagation mode
from all scattering matrices of every subsystem are used to obtain the
scattered waves. Therefore these solutions are approximations to the
full method.

4. Numerical results

To verify the present model, numerical results are compared to
existing laboratory data and previous results for a symmetric hump and
periodic bed profiles. For this purpose, we consider two-dimensional
scattering problems by plane wave incident on a given bedform h(x).
The varying profile is confined to a finite interval and connected to two
regions of constant depth.

A symmetric hump with width λ on an otherwise flat bed was con-
sidered by Porter and Staziker (1995), which is given by:

h xð Þ ¼ h0 2
x
λ

� �2
−2

x
λ
þ 1

� �
; 0 ≤ x ≤ λ: ð4:1Þ

Asω2λ/g→ 0, the topography becomes a thin barrier with height that is
half of the still water depth, h0. Chamberlain and Porter (2006) also pre-
sented numerical results for this problem using a multi-mode mild
slope approximation. Fig. 2 shows a comparison of the reflection coeffi-
cients for the problem plotted against the dimensionless width ω2λ/g.
The symbols are results from the method of Porter and Porter (2000),
which solves the full linear problem to any accuracy. This figure clearly
shows the accuracy of the present method, and it is evident that for
small values of ω2λ/g corresponding to steep slopes, a larger number
of evanescent modes are needed to obtain an accurate result. The
hump profile is approximated by 100 equally spaced steps. Both 10
and 50 evanescent modes are used for the computation. To reduce
round-off error, the double precision is used in all computations.

The sinusoidal bed considered by Davies and Heathershaw (1984) is
given by

h xð Þ ¼ h0−b sin lxð Þ; 0 ≤ x ≤ 2πn=l; ð4:2Þ
where h0 is the mean depth, n the number of sinusoidal bars, b the bar
amplitude, and l the bar wavenumber. The doubly sinusoidal bed used
by Guazzelli et al. (1992) is defined by

h xð Þ ¼ h0−b sin lxð Þ þ sin mlxð Þ½ �; 0 ≤ x ≤ 2πn=l; ð4:3Þ

where m is the ratio of the larger and smaller bar wavelengths. Here,
each bar is taken as a subsystem, and the intervening adjacent bars
share a common shelf. The parameters of the sinusoidal beds in
Eqs. (4.2) and (4.3) are listed in Table 2. An incident plane wave of
unit amplitude coming from x → −∞ is considered.

In order to check the accuracy of the results, convergence tests are
performedwith increasing evanescentmodes. Table 3 shows the results
for the “DH2” bed at resonance peaks corresponding to 2 k/l= 1 and 2.
To demonstrate the capability of the present method in handling a very
large system, we increase the numbers of steps and modes to 1600 and
200, respectively. For the case of a fixed number of steps, the sequence
of solutions converges to a value depending on the step number as the
mode number increases. When both the numbers of steps and modes
are increased, a convergent solution can eventually be obtained.

For the sinusoidal beds considered by Davies and Heathershaw
(1984), previous studies reported that second-order resonance occurs
near 2 k/l = 2 with a sizable magnitude (Chamberlain and Porter,
1995; O'Hare and Davies, 1993). However, the more accurate model
by Porter and Porter (2003) revealed very small reflection at the reso-
nance point. We will analyze it in detail at the end of this section.

Fig. 3 shows the computed reflection coefficients for the sinusoidal
beds in Table 2 with laboratory experiment data by Davies and
Heathershaw (1984). In order to examine the effect of both mode and
step numbers on the results, two settings are used in the computation.
The red dashed line indicates the result of 10 modes with 100 steps
per bar wavelength, and the solid line is for 50 modes with 400 steps.
The two lines are identical at this graph resolution, and it is clearly

image of Fig.�2


Table 3
Convergence tests with increasing evanescent modes for the DH2 bed form listed in
Table 2.

M
steps

N
modes

KR M
steps

N
modes

KR

2k/l = 1 2k/l = 2 2k/l = 1 2k/l = 2

100 0 0.74161 0.07987 400 0 0.74606 0.08167
1 0.74113 0.03805 1 0.74367 0.04132

10 0.73797 0.05420 10 0.74127 0.03760
30 0.73751 0.05391 30 0.74072 0.03967
50 0.73746 0.05410 50 0.74056 0.04008

100 0.73744 0.05415 100 0.74052 0.04005
200 0.73743 0.05417 200 0.74050 0.04005

800 0 0.74669 0.08180 1600 0 0.74700 0.08184
1 0.74399 0.04172 1 0.74413 0.04190

10 0.74151 0.03718 10 0.74159 0.03708
30 0.74113 0.03789 30 0.74125 0.03752
50 0.74100 0.03833 50 0.74117 0.03769

100 0.74088 0.03866 100 0.74108 0.03795
200 0.74086 0.03865 200 0.74102 0.03809
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shown that the reflection coefficient is close to zero at a point near
2 k/l = 2. The bed slope of sinusoidal beds is small, so that even plane
wave approximation can give good results except near 2 k/l = 2
(O'Hare and Davies, 1993). As the number of bars increases, a slight
shift of the first-order resonance peak towards low frequency becomes
apparent.

Fig. 4 shows a comparison of the reflection coefficients for the dou-
bly sinusoidal beds considered by Guazzelli et al. (1992). All beds are
composed of four bars. In these beds, the ratio of sinusoidal bed compo-
nents m creates additional higher-order resonances referred to as
“difference resonance” near 2k/l = (m − 1) and “sum resonance” near
2k/l = (m + 1), as described by previous studies (Guazzelli et al.,
Fig. 3. Comparison of reflection coefficients for sinusoidal topographies listed in Table 2. The red
the solid line for 50 modes with 400 steps per bar wavelength (For interpretation of the referen
1992; O'Hare and Davies, 1993). For the beds of m = 1.5, a significant
amount of the difference resonance is detected, as shown in Fig. 4c–f.
In the computation, the same arrangements as before are used. When
the relative bar amplitude ratio defined by b/h0 is large, the shift of res-
onance peaks is more apparent, as shown in Fig. 4a in comparison with
Fig. 4b. Another factor to affect the shift is the bed slope, which can be
seen in Fig. 4e against Fig. 4c.

The combined effect of more complicated bed shape and the steeper
slope reduces the accuracy of results in simple models, as shown in
Fig. 5. O'Hare and Davies (1993) analyzed the shortcoming due to the
exclusion of evanescent modes. In Fig. 4, both results show good agree-
ment with the experiment data, and the two lines are nearly identical
except for a few intervals showing slight discrepancy, which indicates
the combined effect of complicated bed shape and steep slope. Fig. 4a
is very close to Porter and Porter's (2003) figure 6 rather than
Athanassoulis and Belibassakis' (1999) figure 8.

Devillard et al. (1988) applied wide-spacing approximation under a
special condition where every horizontal shelf length is large compared
to the localwavelength above it. Later O'Hare andDavies (1992) showed
that when the ratio of each step height to the local water depth is less
than0.02, thewide-spacing approximation of Devillard et al. can be sim-
plified to the planewave approximation, and both produce close results
to the full model with evanescent modes for mild sinusoidal beds. To in-
vestigate the validity of the wide-spacing approximation as the number
of steps increases, numerical experiments are extended to steeper to-
pographies. Fig. 5 shows a comparison of the computed reflection coef-
ficients for three methods. Here, EFEM is referred to as the full model
incorporating evanescentmodes, and bothwide-spacing approximation
and plain wave approximation are considered. In the computation, the
evanescent modes are fixed to 50, but the number of steps is variable
to observe its effect on the reflection coefficient. Evidently, as the step
number increases, the results of both approximations become closer.
dashed line is the result for 10 evanescent modes with 100 steps per bar wavelength and
ces to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.).
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Fig. 4. Comparison of reflection coefficients for doubly sinusoidal topographies listed in Table 2. The red dashed line is the result for 10 evanescentmodes with 400 steps and the solid line
for 50 modes with 1600 steps (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.).
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This implies that the merit of wide-spacing approximation diminishes
for a large system with a sufficient number of unknowns. However, it
should be noted that a large number of unknowns is a necessary condi-
tion to obtain an accurate solution. Once again, Fig. 5 shows that the full
EFEM has to be used for the correct prediction of wave scattering over a
steep topography.

As described before, the present method can be directly applied to a
finite number of subsystems, and scatteringmatrices of each subsystem
are obtained from those of individual steps in the subsystem. These
scatteringmatrices of the subsystem can be used to analyze the interac-
tion between bars of a given topography. To this end, we consider two
beds, “DH2” and “G1a”, and the mode number is fixed to N = 10. Each
bed has 4 bars, each of which is approximated by 100 steps. Fig. 6
shows the reflected wave amplitude, |p1−| in Eq. (2.6), from bars under
consideration, and an incident plane wave of unit amplitude comes
from x → −∞.

Fig. 6a shows reflection coefficients from the first two bars. The ex-
tended scattering matrix of each bar, eR�

i and eT�
i , can be computed
from Eqs. (3.14) and (3.15) by using those of individual steps in a bar.
Then, the scattering equation for bars is given similarly to Eq. (3.7) by
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:
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From Eq. (4.4), the reflected wave amplitude vector X1
− can be

expressed in terms of two incoming waves, X1
+ and X201

− , towards the
bars. Solving the equation, we have

X−
1 ¼ eRþ

1 þ eT−
1 I−eRþ

2
eR−
1

� �−1eRþ
2
eTþ
1

� �
Xþ
1 þ eT−

1 I−eRþ
2
eR−
1

� �−1eT−
2 X

−
201:

ð4:5Þ

The reflected wave from the two bars for the incident wave X1+ has two
components. The eRþ

1 component is a contribution from the first bar, and
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Fig. 5. Validity check for wide-spacing approximation as the number of steps increases. The bed configurations are listed in Table 2.
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the other indicates multiple interactions between two bars. In Fig. 6a,
the solid black line denotes the reflection coefficients from the two
bars, the blue line with symbols is for the contribution of eRþ

1 , and the
red one is for the interaction. The green line is the phase difference of
the two components. In the neighborhood of 2 k/l= 1, they are almost
in phase, and the reflection coefficient is reinforced. On the other hand,
near 2 k/l = 1.47, they are out of phase, which gives rise to very small
reflection. Second-order resonance occurs near 2 k/l = 2, but the com-
puted reflection coefficient is close to zero. In Fig. 6a, it can be observed
that the two contributions are nearly in phase, but both amplitudes are
close to zero, which gives nearly zero reflection.

Similarly, we can compute the extended transfer matrix of the first
three bars eS�3 from Eqs. (3.12)–(3.15). To compute the solution of the
four bars given, we finally have to use the above equations once again.
Then, the reflected wave amplitude vector X1

− for the problem is up-
dated to

X−
1 ¼ eSþ3;1 þ eS−3;1eSþ4;7� �

Xþ
1 þ eS−3;1eS−4;7X−

401 ð4:6Þ

with

eSþ4;7 ¼ I−eRþ
4
eS−3;6� �−1eRþ

4
eSþ3;6; eS−4;7 ¼ I−eRþ

4
eS−3;6� �−1eT−

4 : ð4:7Þ

From the given conditions of an incident wave, the second term
in Eq. (4.6) is now dropped out. Fig. 6b corresponds to the “DH2” bed
in Table 2. When an additional bar is added, the magnitude of the reso-
nance peaks is increased and the peak width becomes narrower.
The number of side lobes flanked by the main peak is also increasing,
as shown in the figure, which is largely caused by the phase difference
between two contributions. The magnitude due to interaction is
diminishing with increasing bar number, which in turn makes the
main peak magnitude increase slowly. Near 2 k/l=2, the reflection co-
efficient and magnitude of both contributions become zero again. Now,
it is evident that this originated from a single bar and continuously car-
ried over. Accordingly, in all sinusoidal beds, a very small reflection is
detected near 2 k/l = 2.

Fig. 6d corresponds to a doubly sinusoidal bed “G1a”, and reflection
coefficients from its first two bars are shown in Fig. 6c. Since the compo-
nentwavelength ratio of the bed is 2, bothfirst-order anddifference res-
onances occur at a value of 2 k/l= 1. Thus, it is difficult to discriminate
the two contributions separately. In comparison with Fig. 6a, Fig. 6c
shows a more apparent shift of the first-order resonance peaks. This
shift also appears in the result of the single bar, indicated by the blue
line with symbols in Fig. 6c.

The model prediction for a doubly sinusoidal bed “G3a” is shown in
Fig. 6e and Fig. 6f. The ratio of larger and smaller component wave-
lengths in this bedform is given by 1.5, so additional higher-order reso-
nances occur at distinct values of 0.5 and 2.5 in contrast to the bed
“G1a”. Since bed “G3a” is more complex in shape and steeper, graphs
of both the reflection coefficient and phase difference lookmore compli-
cated, and the shift of thefirst-order resonance peaks ismost significant.

5. Conclusions

A new transfermatrix incorporating evanescentmodes is developed
to solve the two-dimensional linearwave scattering problemby varying
topography. When the matrix acts on the given incident waves, the full
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Fig. 6. Changes in reflection coefficient and its contributions with increasing number of bars in periodic beds for incident plane wave of unit amplitude coming from x→ −∞. The solid
black line denotes reflection coefficients from all bars under consideration, the blue linewith symbols for contribution for the other bars except the last one and the red dotted line for the
interaction between two components in the bed. The green line is the phase difference of the two components (For interpretation of the references to color in thisfigure legend, the reader
is referred to the web version of this article.).
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solution of the scattered wave field over a stepwise topography is ob-
tained. The transfermatrix is represented in terms of the scatteringma-
trices of individual steps, which enable themethod to efficiently handle
practical problems of complicated bedforms. To obtain accurate solu-
tions, we increased the number of unknowns up to 643,200, in which
1600 steps were used with 200 evanescent modes. Tests of computing
time also demonstrated the surprisingly powerful capability of the pres-
ent method in reducing computing time compared to the conventional
method of direct inversion. Highly accurate solutions for periodic beds
are presented in comparison to previous studies (Chamberlain and
Porter, 1995; Guazzelli et al., 1992; O'Hare and Davies, 1993).

The present method can also be applied without modification to
smaller subsystems of steps, and the solution does not depend on the
choice of subdivision locations. Thus, it improves upon the method of
Guazzelli et al. (1992). Repeating the procedure for obtaining the scat-
tering matrix of a subsystem to the group of subsystems gives the scat-
tering properties of the whole bedform. This feature is used to examine
interaction betweenbars in periodic beds, inwhich changes of the reflec-
tion coefficient and its contributions with increasing number of bars are
illustrated. The shift of resonance peaks towards lower wavenumbers is
reassessed in terms of parameters such as the bar amplitude ratio to still-
water depth, the bed slope, and the complexity of the bed shape. For the
sinusoidal beds studied by Davies and Heathershaw (1984), very small
reflection near the location of second-order resonance is clarified, and
a nearly zero reflection coefficient of a single bar at the point successively
affects a very small reflection of this type of periodic bed with multiple
bars. For a large system, numerical results of wide-spacing approxima-
tion are very close to those of planewave approximation, and eventually
its merit disappears.
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1. Introduction

For a varying topography in which the change of depth within a
wavelength is appreciable, reflected waves can no longer be neglected,
as waves are scattered by the undulating bottom. This interaction be-
tween surface water waves and periodic bottom topographies has
been studied extensively. The main issue has been focused on the
Bragg resonance reflection of incident waves when the surface wave-
length is about twice thewavelength of the bed profile (Mei et al., 2005).

When the bottom is rapidly varying with steep slopes, the evanes-
cent modes must be included to predict wave scattering accurately.
These modes represent local effects, but through mode coupling, they
affect the propagating modes. The inclusion of evanescent modes
gives rise to an additional set of coupled equations, from which the ac-
curate higher-order Bragg resonances and the clear shift of Bragg peaks
towards lower wavenumbers are obtained (Guazzelli et al., 1992;
Mattioli, 1991).

The stepwise approximation, in which a varying bottom is approxi-
mated by a series of steps, has proved successful for wave scattering
problems. The solution of each region of constant depth in the approx-
imation can be expressed as an eigenfunction expansion. To determine
unknown coefficients in the expansion,matching conditions are used at
every boundary of the intervening shelves to ensure continuity of the
fluid velocity and pressure over the depth. For an accurate solution,
the number of both steps and evanescent modes should be increased
to a sufficient level. By increasing the number of unknowns, a more ac-
curate solution can be obtained, but large amounts of computational ef-
fort are also required. Since the simple direct inversion of amatrix uses a
large amount of memory as well, the conventional method is not suit-
able, especially for a large system of equations. In spite of several efforts
erved.
to overcome this difficulty, the limitation on increasing the number of
unknowns has still remained. Therefore, a newmethod is needed to al-
leviate the limitation appreciably.

Devillard et al. (1988) devised a transition matrix method based on
both the scattering matrix by Miles' (1967) variational approximation
and the wide-spacing approximation by Srokosz and Evans (1979).
The propagating modes on either side of a shelf are related to a 2 × 2
transition matrix expressed in analytical form. Then, the scattering
property is obtained by successive multiplication of the transition ma-
trices corresponding to each shelf. This idea was adopted by Evans
and Linton (1994) to find the scattering properties in a transformed
domain by a conformal mapping technique. O'Hare and Davies (1993)
applied the plane wave approximation, which is a simplified version
of the wide-spacing approximation, to predict the scattering of periodic
bedforms. Their model provides good predictions for sinusoidal beds,
but poor predictions for higher-order resonances of doubly sinusoidal
beds. This strongly implies the inclusion of evanescent modes in the
scattering of complicated topographies. Guazzelli et al. (1992) devel-
oped a hybrid wide-spacing approximation by subdividing a bed into
smaller subsystems of steps to enhance the ability of solving fairly
large linear systems with a reasonable amount of effort, although it
somewhat sacrifices the accuracy of the solution. Coupling between all
wave modes is taken into account in each subsystem, but the subsys-
tems are not coupled by the evanescent modes. Since the solution is af-
fected by the choice of subsystems, they indicated that an adequate
subdivision into subsystemsmust be selected. Rey et al. (1992) present-
ed both experimental and numerical results of the propagation of nor-
mally incident waves over a rectangular submerged bar using the fully
coupled model by Takano (1960) and Kirby and Dalrymple (1983)
and the approximate model by Devillard et al. (1988).
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Another line of approach to successfully predict linear wave scatter-
ing is based on the mild slope approximation. After Berkhoff (1972)
introduced the mild slope equation, several extensions have been
made aiming at steeper slopes and more complex bed shapes. The
extended mild slope equation by Kirby (1986) and the modified
mild slope equation by Chamberlain and Porter (1995) produced accu-
rate prediction for sinusoidal beds where themild slope equation failed.
Massel (1993) and Porter and Staziker (1995) presented multi-mode
extensions to include additional evanescentmodes to copewith steeper
slopes. Athanassoulis and Belibassakis (1999) and Chamberlain and
Porter (2006) showed that a sloping bed mode added to the multi-
mode extension improves the convergence rate of the approximation.

Recently, Bender and Dean (2003) applied the stepwise approxima-
tion to study wave scattering by 2-dimensional trenches and sills with
sloped transitions. They focused on the effects of sloped transition on
thewave scattering and found that the sloped transitions led to a reduc-
tion in the reflection coefficients. Their numerical results of the stepwise
approximationwere compared favorablywith those fromother shallow
watermodels. In a numerical experiment, Bender andDean (2003) used
atmost 40 steps and 16 evanescentmodes, while Guazzelli et al. (1992)
used 60 steps and at most 4 evanescent modes. Consequently, a limited
number of unknowns have been used in the approximation, and
solutions have been compared mainly to available laboratory data. For
better understanding of the stepwise approximation, the accuracy of
the solution has to be tested with increasing unknowns to a sufficient
level.

Since most of the computing time in the conventional method is
spent in inverting the matrix of linear equations, it is crucial to find an
effectiveway to use a number of smallermatrices to replace the one cor-
responding large matrix. To use the smallest matrix for the inversion,
our aim is to construct the solution by summing all scattering matrices
of individual steps. To this end, a transfer matrix is developed not only
to significantly relieve the limitation of the previous models, but also
to obtain the full solution of the two-dimensional linearwave scattering
problemwithout any restriction except for the stepwise approximation.
We present highly accurate numerical solutions for wave scattering by
variable topography and reassess the results. Extensive accuracy tests
of the solution are performed, and for multiple scattering between
bars, we examine changes in the reflection coefficient and its contribu-
tions with increasing number of bars in periodic beds.

2. Eigenfunction expansion method

For linearwaterwaveswith angular frequencyω, we seek a complex
velocity potential ϕ(x, z) exp(− iωt). A smooth bottom connecting two
regions of constant depth is approximated byM consecutive steps with
(M + 1) horizontal shelves. Although the length of the first and last
shelves may not be finite, the intervening shelves are of finite length.
For a better approximation to a given bed profile, the number of steps
should be increased.

Because the depth hi over the ith shelf (xi − 1 b x b xi) is constant, the
solution can be expressed by an eigenfunction expansion in the follow-
ing form:

ϕi ¼ pþi e
ik i;0x þ p−i e−ik i;0x

� �
cosh ki;0 zþ hið Þ

þ
X∞
j¼1

sþi; je
−k i; j x−x i−1ð Þ þ s−i; je

k i; j x i−xð Þh i
cos ki; j zþ hið Þ; ð2:1Þ

where the propagating mode amplitude pi
± and evanescent mode

amplitudes si,j± are to be determined, and the superscript ± denotes
the wave propagation direction. ki,j are the solutions of the dispersion
relationship.

ω2 ¼ gki;0 tanh ki;0hi ¼ −gki; j tan ki; jhi: ð2:2Þ
The eigenfunctions are given by

f i;0 ¼ cosh ki;0 zþ hið Þ; f i;n ¼ cos ki; j zþ hið Þ; ð2:3Þ

which form a complete and orthogonal set for the interval (−hi, 0).
To determine the unknown amplitudes in Eq. (2.1), the matching

conditions are imposed at each boundary separating adjacent regions.

ϕi ¼ ϕiþ1
∂ϕi

∂x ¼ ∂ϕiþ1

∂x
; x ¼ xi;−min hi;hiþ1

� �
≤ z ≤ 0:

8<: ð2:4Þ

For computational purposes, the infinite series in Eq. (2.1) is truncated
into a finite series of N terms. Substituting Eq. (2.1) into Eq. (2.4) pro-
duces a residual due to the truncation. Following themethod of weight-
ed residuals by Kirby and Dalrymple (1983), we have 2 (N + 1) linear
algebraic equations from the matching conditions at x = xi.

Z 0

−hs

ϕi f
s
i; jdz ¼

Z 0

−hs

ϕiþ1 f
s
i; jdzZ 0

−hi

∂ϕi

∂x f di; jdz ¼
Z 0

−hiþ1

∂ϕiþ1

∂x f di; jdz

; x ¼ xi; hs ≡ min hi; hiþ1
� �

;

8>>><>>>:
ð2:5Þ

where fi, js denotes an eigenfunction in the shallower shelf, and fi, j
d is that

in the deeper shelf. We make use of the shift of the integration limit in
the velocity condition using no contributions from the vertical wall of
the step.

Evaluation of the integrals in Eq. (2.5) gives a linear equation system.
In this study, the unknown vector Xi is regrouped into two sub-vectors
of (N + 1) elements.

Xi ¼
X−
i

Xþ
iþ1

� �
; X�

i ¼ p�i ; s
�
i;1; ⋯; s

�
i;N

n oT
: ð2:6Þ

Then, the linear system can be written in matrix form as

AiXi−1 þ BiXi þ CiXiþ1 ¼ 0; ð2:7Þ

wherematrices Ai, Bi, and Ci have four sub-matrices of order (N+1) el-
ements.

Ai ¼
0 Ai;12
0 Ai;22

� �
; Bi ¼

Bi;11 Bi;12
Bi;21 Bi;22

� �
; Ci ¼

Ci;11 0
Ci;21 0

� �
: ð2:8Þ

For M steps and N evanescent modes, 2M(N + 1) linear equations
are formed. When the number of both steps and evanescent modes is
increased for an accurate solution, the number of equations to be solved
increases muchmore rapidly. To circumvent the difficulties in solving a
large system of equations, we present a newmethod in which the solu-
tion is built using the individual scattering matrices of each step. More
importantly, we demonstrate that the present method is another way
of exactly solving the scattering problem of a very large system of
equations. Table 1 shows the computed CPU times of both the conven-
tional direct inversion and the presentmethod for twowave inputs. It is
evident that the present method drastically reduces the computing
time, especially for the case of a large number of unknowns, in which
the direct inversion method is impractical as shown.

After obtaining all velocity potential amplitudes, surface elevation
can be computed from the dynamic free surface condition. From the ve-
locity potential representation in Eq. (2.1), the reflection coefficient KR

and transmission coefficient KT are given by

KR ¼ p−1j j
pþ1
�� �� ; KT ¼ pþMþ1

�� ��
pþ1
�� �� cosh kMþ1hMþ1

cosh k1h1
: ð2:9Þ



Table 1
Computed CPU times of conventional direct inversion and present method for two wave
inputs.

M steps N modes No. of unknowns CPU time (sec)

Direct inversion Present method

100 0 200 0.10 0.00
1 400 0.76 0.02
5 1200 32.57 0.03

10 2200 243.38 0.16
20 4200 1701.60 0.76

200 40,200 – 626.61

‘–’denotes no result.
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3. Transfer and scattering matrices

In this section,we begin by finding the simplest solution for the scat-
tering problem of a single step and build up towards a more complicat-
ed one for a multi-step. As mentioned, we shall show how to construct
the transfer matrix of a multi-step using the pre-calculated scattering
matrices successively.

3.1. A single step

In previous studies, shelf lengths of a single stepwere assumed to be
infinite so that only the propagating modes of incident waves coming
from x→±∞ can be encountered around its depth discontinuity. How-
ever, we consider a more general case in which the shelf length can be
finite and incident waves including evanescent modes are given at the
both ends.

Combining the incidentwaves in Eq. (2.7) and transposing them, the
equation can be rewritten in the following form

B1X1 ¼ D1
eX1 ≡Xin

1 ; ð3:1Þ

with

B1 ¼ B1;11 B1;12
B1;21 B1;22

� �
; D1 ¼ − A1;12 C1;11

A1;22 C1;21

� �
;

X1 ¼ X−
1

Xþ
2

	 

; eX1 ¼ Xþ

1
X−
2

	 

:

ð3:2Þ

The elements in both B1 andD1 are computable from inner products
of the eigenfunction and weight function. As an example for h1 b h2,
from the velocity matching condition (m=1, ⋯,N+1), we have the el-
ements of the matrices B1 and D1.

bm;n ¼

(
−ik1;0 e

−i k1;0x1
Z 0

−h 1

f 1;0 f 2;mdz n ¼ 1ð Þ;

k1; j

Z 0

−h 1

f 1; j f 2;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−ik2;0 e
ik2;0x1

Z 0

−h 2

f 2;0 f 2;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

k2; j

Z 0

−h 2

f 2; j f 2;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ:

dm;n ¼

−ik1;0 e
ik1;0x1

Z 0

−h 1

f 1;0 f 2;mdz n ¼ 1ð Þ;

k1; j e
−k1; jΔx1

Z 0

−h 1

f 1; j f 2;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−ik2;0 e
−i k2;0x1

Z 0

−h 2

f 2;0 f 2;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

k2; j e
−k2; jΔx2

Z 0

−h 2

f 2; j f 2;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ:

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

ð3:3Þ
The pressure matching condition (m = N + 2, ⋯, 2N + 2)
produces

bm;n ¼

(
e−i k1;0x1

Z 0

−h 1

f 1;0 f 1;mdz n ¼ 1ð Þ;Z 0

−h 1

f 1; j f 1;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

−eik2;0x1
Z 0

−h 1

f 2;0 f 1;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

−
Z 0

−h 1

f 2; j f 1;mdz; n ¼ jþ N þ 2ð Þ;

dm;n ¼

−eik1;0x1
Z 0

−h 1

f 1;0 f 1;mdz n ¼ 1ð Þ;

−e−k1; jΔx1
Z 0

−h 1

f 1; j f 1;mdz n ¼ jþ 1ð Þ;

e−i k2;0x1
Z 0

−h 1

f 2;0 f 1;mdz n ¼ N þ 2ð Þ;

e−k2; jΔx2
Z 0

−h 1

f 2; j f 1;mdz n ¼ jþ N þ 2ð Þ;

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

ð3:4Þ

where j = 1, ⋯, N. The shelf length is given by Δxi = xi − xi − 1, (i
= 1, 2) and

m ¼ m−1;
m−N−2;

m ≤ N þ 1
m N N þ 1 :

	
ð3:5Þ

It is evident from Eqs. (3.3) and (3.4) that the evanescentmodes are
coupled with the propagating modes. Particularly, the shelf length af-
fects the evanescent modes of the incident waves by exp(−ki,jΔxi),
which eventually has an effect on the scatteredwaves.When the length
is large enough, all contributions of evanescent modes virtually vanish
in X1

in. On the other hand, when the incident waves are exclusively
given by propagating modes as in the plane wave, the same result hap-
pens to X1

in, even though the shelf length is not long enough. Thus, for a
step of infinite shelf length, incident waves are equivalent to plane
waves.

By solving Eq. (3.1), the scatteringmatrix of a single step S1= [S1+ S1−]
is obtained.

X1 ¼ B−1
1 D1

eX1 ¼ Rþ
1 T−

1
Tþ
1 R−

1

� �
Xþ
1

X−
2

	 

≡ Sþ1;1 S−1;1

Sþ1;2 S−1;2

" #
Xþ
1

X−
2

	 

: ð3:6Þ

The matrices R1
± and T1± denote coefficients of the reflected and trans-

mittedwaves, respectively. For a single step, the transfermatrix is inter-
changeable with the scattering matrix. We can see from Eq. (3.6) that
multiplying the transfer matrix by incident waves yields the solution
of scattered waves. Furthermore, the transfer matrix reflects the nature
of the system regarding topographic features and wave properties.
Since the scattering matrix exists even for a special step of equal
depth, where only the transmitted wave is formed, B1

−1 always exists.
When 1 and 2 are replaced by i and i + 1, Eq. (3.6) gives the scattered
wave equations of the ith step.

When the solution X1 of Eq. (3.6) is substituted into Eq. (2.1), it can
be observed that the produced evanescent modes decay exponentially
away from depth discontinuities. If a shelf length is so large that all ev-
anescent modes are negligibly attenuated inside the shelf, only the
propagating modes arrive at the neighboring step. Devillard et al.
(1988) adopted this wide-spacing approximation and applied it to
every step in a stepped bed to study Anderson localization to water
waves over a random bottom.

3.2. Two steps

In a bed with two steps, a multiple scattering between the steps is
formed, which is absent in the case of a single step. Linear equations
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for two steps are directly obtained from Eq. (2.7), and they can be given
by the scattering matrix form of each step.

X−
1 ¼ Rþ

1 X
þ
1 þ T−

1 X−
2

Xþ
2 ¼ Tþ

1 X
þ
1 þ R−

1 X−
2

X−
2 ¼ Rþ

2X
þ
2 þ T−

2 X
−
3

Xþ
3 ¼ Tþ

2X
þ
2 þ R−

2 X
−
3

⇒

X−
1

Xþ
2

X−
2

Xþ
3

8>><>>:
9>>=>>; ¼ Sþ2 S−2

� � Xþ
1

X−
3

	 

:

8>><>>: ð3:7Þ

Here, the incident waves with amplitudes X1+ and X3
− are given, and the

other amplitudes are to be determined. Similarly to a single step, the un-
knowns can be expressed by the transfermatrix, S2= [S2+ S2−], acting on
the incident waves. It is evident from Eq. (3.7) that each of them has
four sub-matrices of order (N + 1).

Sþ2 ¼ Sþ2;1 Sþ2;2 Sþ2;3 Sþ2;4
h iT

; S−2 ¼ S−2;1 S−2;2 S−2;3 S−2;4
� �T

: ð3:8Þ

By solving Eq. (3.7) straightforwardly, we find

X−
2 ¼ I−Rþ

2 R
−
1

� �−1
Rþ

2 T
þ
1X

þ
1 þ T−

2 X
−
3

� �
¼ Sþ2;3X

þ
1 þ S−2;3X

−
3 ;

Xþ
2 ¼ Tþ

1 þ R−
1 Sþ2;3

� �
Xþ
1 þ R−

1 S−2;3X
−
3 ¼ Sþ2;2X

þ
1 þ S−2;2X

−
3 ;

Xþ
3 ¼ Tþ

2S
þ
2;2X

þ
1 þ Tþ

2S
−
2;2 þ R−

2

� �
X−
3 ¼ Sþ2;4X

þ
1 þ S−2;4X

−
3 ;

X−
1 ¼ Rþ

1 þ T−
1 Sþ2;3

� �
Xþ
1 þ T−

1 S
−
2;3X

−
3 ¼ Sþ2;1X

þ
1 þ S−2;1X

−
3 ;

ð3:9Þ

where I is the identity matrix of order (N + 1). The scattered waves
propagating away from a variable bottom profile are X1

− and X3
+.

By extending the argument of a long wave by Mei et al. (2005), the
physical features imbedded in Eq. (3.9) can be explained. For simplicity,
we examine a scattering process due to a right-going incident wave
only. When the incident wave of X1

+ arrives at the first step x = x1,
some of the wave energy with a wave T1+X1+ is transmitted into the sec-
ond shelf, and the rest, R1

+X1
+, is reflected. As soon as this transmitted

wave reaches the second step, it undergoes the same scattering process:
some energy T2+T1+X1

+ is transmitted to the third shelf and the rest,
R2
+T1+X1

+, is reflected back toward the first step. Upon reaching the
first step, the back-reflected wave is again split into reflected and trans-
mittedwaves to produceR1

−R2
+T1+X1+ and T1−R2

+T1+X1+, respectively. This
back-and-forth scattering process is repeated infinitely in the second
shelf, as shown in Fig. 1.

Summing up all of the left-going waves in the first shelf, we have

X−
1 ¼ Rþ

1 X
þ
1 þ T−

1 R
þ
2 T

þ
1X

þ
1 þ T−

1 R
þ
2 R

−
1 R

þ
2 T

þ
1X

þ
1 þ ⋯

¼ Rþ
1 þ T−

1 I−Rþ
2 R

−
1

� �−1
Rþ
2 T

þ
1

� �
Xþ
1 ; ð3:10Þ

where the Neumann series identity is used in the case of a linear matrix
R2
+R1

−with norm less than unity (Greenberg, 1978). Similarly, the other
scattered wave amplitudes can be obtained. When the response of the
left-going incident wave is included, it results in Eq. (3.9). It is now
Fig. 1. Multiple scattering with evanescent modes in a b
evident that the mathematical solution in Eq. (3.9) is the sum of the in-
finite series produced by multiple scattering.

3.3. Multiple steps

Following the procedure in the previous subsection successively,
the scattered waves for a bedform of m steps can be easily obtained.
The transfer matrix of the first (m − 1) steps is known in the previous
computation, as is the scattering matrix of the mth step. Hence, this
can be essentially treated as a multiple scattering between two scat-
terers, with one being composed of the first (m − 1) steps and the
last one. Then, for a given m steps, linear algebraic equations can be
written as

X−
1 ¼ Sþm−1;1X

þ
1 þ S−m−1;1X

−
m ;

Xþ
2 ¼ Sþm−1;2X

þ
1 þ S−m−1;2X

−
m ;

⋮
X−
m−1 ¼ Sþm−1;2m−3X

þ
1 þ S−m−1;2m−3 X−

m ;

Xþ
m ¼ Sþm−1;2m−2X

þ
1 þ S−m−1;2m−2X

−
m ;

X−
m ¼ Rþ

mX
þ
m þ T−

mX
−
mþ1;

Xþ
mþ1 ¼ Tþ

mX
þ
m þ R−

mX
−
mþ1:

⇒

X−
1

Xþ
2

X−
2
⋮

X−
m

Xþ
mþ1

8>>>>>><>>>>>>:

9>>>>>>=>>>>>>;
¼ Sþm S−m

� � Xþ
1

X−
mþ1

	 

:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ð3:11Þ

As shown in Eq. (3.11), the unknown wave amplitudes are weakly
coupled because of the first (m − 1) steps, where waves in each shelf
are expressed in terms of X1

+ and Xm
−. As soon as Xm

− is expressed by
the incident waves X1

+ and Xm + 1
− , all elements of the first m − 1

steps in the transfer matrix are readily obtained. Solving the third and
second from the last in the simultaneous equations gives

X−
m ¼ I−Rþ

m S−m−1;2m−2

� �−1
Rþ

m Sþm−1;2m−2X
þ
1 þ I−Rþ

m S−m−1;2m−2

� �−1
T−
mX

−
mþ1

≡ Sþm;2m−1X
þ
1 þ S−m;2m−1X

−
mþ1:

ð3:12Þ

Substituting Xm
− into the equations, the first 2(m − 1) elements of the

transfer matrix are obtained.

Sþm;i ¼ Sþm−1;i þ S−m−1;i S
þ
m;2m−1; S−m;i ¼ S−m−1;i S

−
m;2m−1 i ¼ 1; ⋯;2m−2ð Þ:

ð3:13Þ

The left-going scattered wave amplitude is given from Eq. (3.13) by

X−
1 ¼ Sþm−1;1 þ S−m−1;1 S

þ
m;2m−1

� �
Xþ
1 þ S−m−1;1S

−
m;2m−1X

−
mþ1: ð3:14Þ

UsingXm+ computed from Eq. (3.13), the right-going scatteredwave am-
plitude becomes

Xþ
mþ1 ¼ Tþ

m Sþm;2m−2X
þ
1 þ Tþ

m S−m;2m−2 þ R−
m

� �
X−
mþ1 ≡ Sþm;2mX

þ
1 þ Sþm;2mX

−
mþ1:

ð3:15Þ
ed of two steps for a right-going incident wave X1
+.

image of Fig.�1


Fig. 2. Comparison of reflection coefficients for the hump topography.

Table 2
Parameters of bed configuration for periodic bars.

Bed type Case h0 b 2π/l n m

(cm)

Sinusoidal DH1 15.6 5 100 2 –

DH2 15.6 5 100 4
DH3 31.2 5 100 10

Doubly sinusoidal G1a 2.5 1 12 4 2
G1c 4 1 12 4 2
G2a 2.5 0.5 6 4 1.5
G2c 4 0.5 6 4 1.5
G3a 2.5 1 6 4 1.5
G3c 4 1 6 4 1.5
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In most of cases, we are interested in the whole scattering matrix
consisting of both Eqs. (3.14) and (3.15). In this case, only the scattered
wave amplitudes, X1

+ and Xm + 1
+ , need to be computed and saved in

memory for the next computation, which reduces the computation
significantly. Furthermore, it enables the present method to efficiently
obtain solutions of practical scattering problems where a bottom is
composed of a large number of steps, and sufficient evanescent modes
are incorporated.

Form=1, it can be readily shown that Eqs. (3.12)–(3.15) reduce to
Eq. (3.9). It should be noted that the matrix size to be inverted in
Eq. (3.12) is N + 1, which is half the size of the matrix of the single
step. This makes the present method very effective in computation.
Besides the computational advantages, however, the present method
has additional flexibility compared to the method of subsystems used
by Guazzelli et al. (1992). In contrast to the previous method, it is
not necessarily limited to use thewide-spacing approximation between
the subsystems, nor is it affected by the choice of subdivision locations.
For each subsystem, the scattering matrix can be efficiently computed
as described above, which now plays a role of that from a single step.
Each subsystem is treated as a scatterer like with a single step. Repeat-
ing the same solution procedure in Eqs. (3.12)–(3.15) gives the
scattered waves by a given topography, and they are expressed by
Eqs. (3.14) and (3.15).

Neglecting the effect of evanescent modes, the solution of the plane
wave approximation is obtained from Eqs. (3.12)–(3.15) with N = 0.
For a given N ≥ 1, however, we can have wide-spacing approximation,
hybrid wide-spacing approximation, or the full method. Scattered
waves for the wide-spacing approximation can be obtained by simply
taking elements for the propagation mode from all scattering matrices
of each step and using the same procedure above. Similarly, in the hy-
brid wide-spacing approximation, elements of the propagation mode
from all scattering matrices of every subsystem are used to obtain the
scattered waves. Therefore these solutions are approximations to the
full method.

4. Numerical results

To verify the present model, numerical results are compared to
existing laboratory data and previous results for a symmetric hump and
periodic bed profiles. For this purpose, we consider two-dimensional
scattering problems by plane wave incident on a given bedform h(x).
The varying profile is confined to a finite interval and connected to two
regions of constant depth.

A symmetric hump with width λ on an otherwise flat bed was con-
sidered by Porter and Staziker (1995), which is given by:

h xð Þ ¼ h0 2
x
λ

� �2
−2

x
λ
þ 1

� �
; 0 ≤ x ≤ λ: ð4:1Þ

Asω2λ/g→ 0, the topography becomes a thin barrier with height that is
half of the still water depth, h0. Chamberlain and Porter (2006) also pre-
sented numerical results for this problem using a multi-mode mild
slope approximation. Fig. 2 shows a comparison of the reflection coeffi-
cients for the problem plotted against the dimensionless width ω2λ/g.
The symbols are results from the method of Porter and Porter (2000),
which solves the full linear problem to any accuracy. This figure clearly
shows the accuracy of the present method, and it is evident that for
small values of ω2λ/g corresponding to steep slopes, a larger number
of evanescent modes are needed to obtain an accurate result. The
hump profile is approximated by 100 equally spaced steps. Both 10
and 50 evanescent modes are used for the computation. To reduce
round-off error, the double precision is used in all computations.

The sinusoidal bed considered by Davies and Heathershaw (1984) is
given by

h xð Þ ¼ h0−b sin lxð Þ; 0 ≤ x ≤ 2πn=l; ð4:2Þ
where h0 is the mean depth, n the number of sinusoidal bars, b the bar
amplitude, and l the bar wavenumber. The doubly sinusoidal bed used
by Guazzelli et al. (1992) is defined by

h xð Þ ¼ h0−b sin lxð Þ þ sin mlxð Þ½ �; 0 ≤ x ≤ 2πn=l; ð4:3Þ

where m is the ratio of the larger and smaller bar wavelengths. Here,
each bar is taken as a subsystem, and the intervening adjacent bars
share a common shelf. The parameters of the sinusoidal beds in
Eqs. (4.2) and (4.3) are listed in Table 2. An incident plane wave of
unit amplitude coming from x → −∞ is considered.

In order to check the accuracy of the results, convergence tests are
performedwith increasing evanescentmodes. Table 3 shows the results
for the “DH2” bed at resonance peaks corresponding to 2 k/l= 1 and 2.
To demonstrate the capability of the present method in handling a very
large system, we increase the numbers of steps and modes to 1600 and
200, respectively. For the case of a fixed number of steps, the sequence
of solutions converges to a value depending on the step number as the
mode number increases. When both the numbers of steps and modes
are increased, a convergent solution can eventually be obtained.

For the sinusoidal beds considered by Davies and Heathershaw
(1984), previous studies reported that second-order resonance occurs
near 2 k/l = 2 with a sizable magnitude (Chamberlain and Porter,
1995; O'Hare and Davies, 1993). However, the more accurate model
by Porter and Porter (2003) revealed very small reflection at the reso-
nance point. We will analyze it in detail at the end of this section.

Fig. 3 shows the computed reflection coefficients for the sinusoidal
beds in Table 2 with laboratory experiment data by Davies and
Heathershaw (1984). In order to examine the effect of both mode and
step numbers on the results, two settings are used in the computation.
The red dashed line indicates the result of 10 modes with 100 steps
per bar wavelength, and the solid line is for 50 modes with 400 steps.
The two lines are identical at this graph resolution, and it is clearly

image of Fig.�2


Table 3
Convergence tests with increasing evanescent modes for the DH2 bed form listed in
Table 2.

M
steps

N
modes

KR M
steps

N
modes

KR

2k/l = 1 2k/l = 2 2k/l = 1 2k/l = 2

100 0 0.74161 0.07987 400 0 0.74606 0.08167
1 0.74113 0.03805 1 0.74367 0.04132

10 0.73797 0.05420 10 0.74127 0.03760
30 0.73751 0.05391 30 0.74072 0.03967
50 0.73746 0.05410 50 0.74056 0.04008

100 0.73744 0.05415 100 0.74052 0.04005
200 0.73743 0.05417 200 0.74050 0.04005

800 0 0.74669 0.08180 1600 0 0.74700 0.08184
1 0.74399 0.04172 1 0.74413 0.04190

10 0.74151 0.03718 10 0.74159 0.03708
30 0.74113 0.03789 30 0.74125 0.03752
50 0.74100 0.03833 50 0.74117 0.03769

100 0.74088 0.03866 100 0.74108 0.03795
200 0.74086 0.03865 200 0.74102 0.03809
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shown that the reflection coefficient is close to zero at a point near
2 k/l = 2. The bed slope of sinusoidal beds is small, so that even plane
wave approximation can give good results except near 2 k/l = 2
(O'Hare and Davies, 1993). As the number of bars increases, a slight
shift of the first-order resonance peak towards low frequency becomes
apparent.

Fig. 4 shows a comparison of the reflection coefficients for the dou-
bly sinusoidal beds considered by Guazzelli et al. (1992). All beds are
composed of four bars. In these beds, the ratio of sinusoidal bed compo-
nents m creates additional higher-order resonances referred to as
“difference resonance” near 2k/l = (m − 1) and “sum resonance” near
2k/l = (m + 1), as described by previous studies (Guazzelli et al.,
Fig. 3. Comparison of reflection coefficients for sinusoidal topographies listed in Table 2. The red
the solid line for 50 modes with 400 steps per bar wavelength (For interpretation of the referen
1992; O'Hare and Davies, 1993). For the beds of m = 1.5, a significant
amount of the difference resonance is detected, as shown in Fig. 4c–f.
In the computation, the same arrangements as before are used. When
the relative bar amplitude ratio defined by b/h0 is large, the shift of res-
onance peaks is more apparent, as shown in Fig. 4a in comparison with
Fig. 4b. Another factor to affect the shift is the bed slope, which can be
seen in Fig. 4e against Fig. 4c.

The combined effect of more complicated bed shape and the steeper
slope reduces the accuracy of results in simple models, as shown in
Fig. 5. O'Hare and Davies (1993) analyzed the shortcoming due to the
exclusion of evanescent modes. In Fig. 4, both results show good agree-
ment with the experiment data, and the two lines are nearly identical
except for a few intervals showing slight discrepancy, which indicates
the combined effect of complicated bed shape and steep slope. Fig. 4a
is very close to Porter and Porter's (2003) figure 6 rather than
Athanassoulis and Belibassakis' (1999) figure 8.

Devillard et al. (1988) applied wide-spacing approximation under a
special condition where every horizontal shelf length is large compared
to the localwavelength above it. Later O'Hare andDavies (1992) showed
that when the ratio of each step height to the local water depth is less
than0.02, thewide-spacing approximation of Devillard et al. can be sim-
plified to the planewave approximation, and both produce close results
to the full model with evanescent modes for mild sinusoidal beds. To in-
vestigate the validity of the wide-spacing approximation as the number
of steps increases, numerical experiments are extended to steeper to-
pographies. Fig. 5 shows a comparison of the computed reflection coef-
ficients for three methods. Here, EFEM is referred to as the full model
incorporating evanescentmodes, and bothwide-spacing approximation
and plain wave approximation are considered. In the computation, the
evanescent modes are fixed to 50, but the number of steps is variable
to observe its effect on the reflection coefficient. Evidently, as the step
number increases, the results of both approximations become closer.
dashed line is the result for 10 evanescent modes with 100 steps per bar wavelength and
ces to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.).
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Fig. 4. Comparison of reflection coefficients for doubly sinusoidal topographies listed in Table 2. The red dashed line is the result for 10 evanescentmodes with 400 steps and the solid line
for 50 modes with 1600 steps (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.).
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This implies that the merit of wide-spacing approximation diminishes
for a large system with a sufficient number of unknowns. However, it
should be noted that a large number of unknowns is a necessary condi-
tion to obtain an accurate solution. Once again, Fig. 5 shows that the full
EFEM has to be used for the correct prediction of wave scattering over a
steep topography.

As described before, the present method can be directly applied to a
finite number of subsystems, and scatteringmatrices of each subsystem
are obtained from those of individual steps in the subsystem. These
scatteringmatrices of the subsystem can be used to analyze the interac-
tion between bars of a given topography. To this end, we consider two
beds, “DH2” and “G1a”, and the mode number is fixed to N = 10. Each
bed has 4 bars, each of which is approximated by 100 steps. Fig. 6
shows the reflected wave amplitude, |p1−| in Eq. (2.6), from bars under
consideration, and an incident plane wave of unit amplitude comes
from x → −∞.

Fig. 6a shows reflection coefficients from the first two bars. The ex-
tended scattering matrix of each bar, eR�

i and eT�
i , can be computed
from Eqs. (3.14) and (3.15) by using those of individual steps in a bar.
Then, the scattering equation for bars is given similarly to Eq. (3.7) by
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From Eq. (4.4), the reflected wave amplitude vector X1
− can be

expressed in terms of two incoming waves, X1
+ and X201

− , towards the
bars. Solving the equation, we have

X−
1 ¼ eRþ

1 þ eT−
1 I−eRþ

2
eR−
1

� �−1eRþ
2
eTþ
1

� �
Xþ
1 þ eT−

1 I−eRþ
2
eR−
1

� �−1eT−
2 X

−
201:

ð4:5Þ

The reflected wave from the two bars for the incident wave X1+ has two
components. The eRþ

1 component is a contribution from the first bar, and
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Fig. 5. Validity check for wide-spacing approximation as the number of steps increases. The bed configurations are listed in Table 2.
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the other indicates multiple interactions between two bars. In Fig. 6a,
the solid black line denotes the reflection coefficients from the two
bars, the blue line with symbols is for the contribution of eRþ

1 , and the
red one is for the interaction. The green line is the phase difference of
the two components. In the neighborhood of 2 k/l= 1, they are almost
in phase, and the reflection coefficient is reinforced. On the other hand,
near 2 k/l = 1.47, they are out of phase, which gives rise to very small
reflection. Second-order resonance occurs near 2 k/l = 2, but the com-
puted reflection coefficient is close to zero. In Fig. 6a, it can be observed
that the two contributions are nearly in phase, but both amplitudes are
close to zero, which gives nearly zero reflection.

Similarly, we can compute the extended transfer matrix of the first
three bars eS�3 from Eqs. (3.12)–(3.15). To compute the solution of the
four bars given, we finally have to use the above equations once again.
Then, the reflected wave amplitude vector X1

− for the problem is up-
dated to

X−
1 ¼ eSþ3;1 þ eS−3;1eSþ4;7� �

Xþ
1 þ eS−3;1eS−4;7X−

401 ð4:6Þ

with

eSþ4;7 ¼ I−eRþ
4
eS−3;6� �−1eRþ

4
eSþ3;6; eS−4;7 ¼ I−eRþ

4
eS−3;6� �−1eT−

4 : ð4:7Þ

From the given conditions of an incident wave, the second term
in Eq. (4.6) is now dropped out. Fig. 6b corresponds to the “DH2” bed
in Table 2. When an additional bar is added, the magnitude of the reso-
nance peaks is increased and the peak width becomes narrower.
The number of side lobes flanked by the main peak is also increasing,
as shown in the figure, which is largely caused by the phase difference
between two contributions. The magnitude due to interaction is
diminishing with increasing bar number, which in turn makes the
main peak magnitude increase slowly. Near 2 k/l=2, the reflection co-
efficient and magnitude of both contributions become zero again. Now,
it is evident that this originated from a single bar and continuously car-
ried over. Accordingly, in all sinusoidal beds, a very small reflection is
detected near 2 k/l = 2.

Fig. 6d corresponds to a doubly sinusoidal bed “G1a”, and reflection
coefficients from its first two bars are shown in Fig. 6c. Since the compo-
nentwavelength ratio of the bed is 2, bothfirst-order anddifference res-
onances occur at a value of 2 k/l= 1. Thus, it is difficult to discriminate
the two contributions separately. In comparison with Fig. 6a, Fig. 6c
shows a more apparent shift of the first-order resonance peaks. This
shift also appears in the result of the single bar, indicated by the blue
line with symbols in Fig. 6c.

The model prediction for a doubly sinusoidal bed “G3a” is shown in
Fig. 6e and Fig. 6f. The ratio of larger and smaller component wave-
lengths in this bedform is given by 1.5, so additional higher-order reso-
nances occur at distinct values of 0.5 and 2.5 in contrast to the bed
“G1a”. Since bed “G3a” is more complex in shape and steeper, graphs
of both the reflection coefficient and phase difference lookmore compli-
cated, and the shift of thefirst-order resonance peaks ismost significant.

5. Conclusions

A new transfermatrix incorporating evanescentmodes is developed
to solve the two-dimensional linearwave scattering problemby varying
topography. When the matrix acts on the given incident waves, the full
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Fig. 6. Changes in reflection coefficient and its contributions with increasing number of bars in periodic beds for incident plane wave of unit amplitude coming from x→ −∞. The solid
black line denotes reflection coefficients from all bars under consideration, the blue linewith symbols for contribution for the other bars except the last one and the red dotted line for the
interaction between two components in the bed. The green line is the phase difference of the two components (For interpretation of the references to color in thisfigure legend, the reader
is referred to the web version of this article.).
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solution of the scattered wave field over a stepwise topography is ob-
tained. The transfermatrix is represented in terms of the scatteringma-
trices of individual steps, which enable themethod to efficiently handle
practical problems of complicated bedforms. To obtain accurate solu-
tions, we increased the number of unknowns up to 643,200, in which
1600 steps were used with 200 evanescent modes. Tests of computing
time also demonstrated the surprisingly powerful capability of the pres-
ent method in reducing computing time compared to the conventional
method of direct inversion. Highly accurate solutions for periodic beds
are presented in comparison to previous studies (Chamberlain and
Porter, 1995; Guazzelli et al., 1992; O'Hare and Davies, 1993).

The present method can also be applied without modification to
smaller subsystems of steps, and the solution does not depend on the
choice of subdivision locations. Thus, it improves upon the method of
Guazzelli et al. (1992). Repeating the procedure for obtaining the scat-
tering matrix of a subsystem to the group of subsystems gives the scat-
tering properties of the whole bedform. This feature is used to examine
interaction betweenbars in periodic beds, inwhich changes of the reflec-
tion coefficient and its contributions with increasing number of bars are
illustrated. The shift of resonance peaks towards lower wavenumbers is
reassessed in terms of parameters such as the bar amplitude ratio to still-
water depth, the bed slope, and the complexity of the bed shape. For the
sinusoidal beds studied by Davies and Heathershaw (1984), very small
reflection near the location of second-order resonance is clarified, and
a nearly zero reflection coefficient of a single bar at the point successively
affects a very small reflection of this type of periodic bed with multiple
bars. For a large system, numerical results of wide-spacing approxima-
tion are very close to those of planewave approximation, and eventually
its merit disappears.
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